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PREFACE. 


|j’( )nvraj;(î «loiU. je publie aujourd’hui la première Partie esL 
hî résumé d<*.s Ij<mjoiis (|uc j’ai faites à la Sorbonne pendant les 
biv<u‘s d(^ à i 885. J’avais commencé l’exposition delà Théorie 
dm aurfttcm dans le l)uL unique d’y trouver des applications non- 
N(îll<î.s <I(î la lliéori(î, si vasUî cl si peu connue, des équations aux 
dérivécî.s pari iciles. Je comptais consacrer une année à peine à cet 
cus(u^‘u<un<Mit ; mais l’intérél du sujet, et aussi les demandes de 
mes audiUmrs, m’ont <*ntraîiié I)ieu au delà des limites que j’avais 
pi'imitivcnumt fixées. 

<j(î premi<*r N'olunuî comprend trois parties distinctes. Le pre- 
mitîr Livr<î IralUî des Applicalîonii à la Géométrie de la théorie 
dm niouvvmrnta rrlalifa; j’aurai à revenir sur les propositions 
<|ui y sont (!\posé(*s, <lans la ])artic où seront étudiées ])lus tard, 
avec Ions l<îs détails nécessaires, les belles formules de M. Go- 
daz/ii. Le second Livre contient l’étude des différents systèmes 
de. coordonnées curcilip^ncs. J’y considère successivement les 
systcities à lii:>’n<îs conjujjuées, dont l’étude a été trop nég^ligée, les 
lignes asymptoti((ues, l<îs lignes de courbure, les systèmes ortho- 
gonaux (d isothermes. 

Le VolujïHî SC termine par la Ihéorie des surfaces minima où 
j’ai mis à profit les U'avaux si l'cmarquablcs publiés par d’éminents 
géomètres dans ces dernières années. Elle forme à peu près la 
moitié de ce Volume; sauf les trois derniers Chapitres qui ont été 
rédigés au moment de l’impression, elle a été enseignée à deux 
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reprises différenlcs, en 1882 cL i 885 . Une ou deux ([uchüüiis ini- 
porLantes y ont été omises; elles seront mieux i\ leur place dans 
la suite, quand j’aurai donné les propositions générales auxquelles 
on peut les rattacher. 

Suivant son habitude constante, M. Gauthier-Villars, a])rùs 
avoir accueilli cet Ouvrage, a apporté tous scs soins à l’impression ; 
qu’il reçoive ici mes plus vifs remerciements; je dois aussi les 
adresser à mes auditeurs, qui ont désiré voir ces Leçons publiées» 
et plus particulièrement à un de nos jeunes géomètres, M, G. 
Kœnigs, Maître de Conférences à l’École Normale, qui a bien 
voulu m’aider dans la révision des épreuves. 

1^1 juî» 1SS7. 



THÉORIE GÉNÉRALE 

DES SURFACES 


PREMIÈRE PARTIE. 


LIVRE I. 

APPLICATIONS A LA GÉOMÉTRIE DE LA THÉORIE 
DUS MOUVEMENTS RELATIFS. 

CHAPITRE L 

i)ir ni!ii>u\cKMKjyT A nw paramètiik ; appj-ication a la théorie 

DES COURBES GAUCHES . 

ï)<^pIa(*(Mn«iiL d’un syslùmc invarialdc. — Application ft la théorie des courbes 
^^auches. — Propriété caraoLérisliquc de l'hélice. — Formules de M. J.-A. Scri’et. 

- ludicatrioe sphérique. — llecïicrchc de la courbe dont les normales prin- 
l'ipah'K sont aussi normales principales d’une auU'C courbe. — Développées des 
courbes gauches. 

•1. (jonsuluroiis un corps solide ou système invariable, mobile 
amour (l’un ])oinL fixe. On sait qu’à un instant quelconque les 
vîl(*,ss(^s (les (lînèrents points du système sont les mômes que s’il 
toiirnail aulour d’une (Iroite passant par le point fixe, droite qui a 
r<*<ju l(î nom d'ojce instantané de rotation. On démontre en Mé- 
oanicjiKî (juc les rotations peuvenl être représentées géométrique- 
imml par d(ïs droites, comme les forces, cl composées ou décom- 
posées suivant la môme loi, c’est-à-dire que, si l’on compose ou si 
l’on décompose les rotations comme les forces, la vitesse imprimée 
par la rotation résultante à un point quelconque est la résul- 
D. — r. I 
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tante des vitesses qui seraient commun itiuccs au nu^nuï point par 
chacune des rotations composantes, existant isolùnuuiL. On sail 
aussi que, si l’on considère un point mobile par rapport au systrnuî 
invariable, la vitesse absolue de ce point est la résultante d(ï sa 
vitesse relative et de sa vitesse i*entraùiemnftt. On dési^^uî sous 
ce nom ]a vitesse qu’aurait un point qui, à Pinslant eonHi<lér<‘, 
coïnciderait avec le point mobile, mais demeurerait invariabhunonl 
lié au système solide. 

Il résulte de ces propositions que l’on pourra construire, î\ un 
instant quelconque, les vitesses de tous les poinls du sysièine iina- 
rlable dès que l’on aura, en grandeur et on (lireeru)n, la rolalion 
à cet instant. Il semblerait naturel do déterminer à cluupu* inslanl 
cette rotation par scs composanïos relatives è trois axes r(*(îlangu- 
laircs, fixes dans l’espace et ayant pour origine le point ^!K(^ du 
système solide. Ën réalité, les éléments les plus importants, l(^s 
seuls qui permettent le plus souvent une éludtî a|)prolbn<lie <lu 
mouvement, ce sont les comj>osanles de la rotation relativement â 
des axes mobiles, entraînés <lans le mouvem<*nt <lu systèim» inva- 
riable. Rappelons rapidement lamélho<le employée m Méeani(|m\ 

Soient OX, OY, OZ trois axes fixes passant |)ar l(\ poitU. Iix<^ O 
du système et O^, Oj', Ojs trois axes rectangulaires invarialile- 
mcnl liés au système mobile. Nous supposerons epuï les deux sys- 
tèmes d’axes aient la mémo disposition, c’est-à-dint <pi’ils puisstmt 
être amenés à coïncider. De plus nous su]>poserons <[ue les sens des 
axes aient été choisis de telle manière (pie la rotation autour de 
OZ, qui déplacerait OX du côté de OY, soit r(îprés<mt(*<ï par une 
droite dirigée suivant la partie positive de OZ. Nous détermiiUTons 
les axes mobiles parles cosinus des angles ([u’ils Ibrrnenl avec h‘s 
axes fixes. Pour cela nous écrirons le tableau : 



CO 

y 

Z 

X 

a 

h 

c 

Y 

a' 

b' 

c' 

Z 

a 

y 

c" 
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(lui faii connaître les cosinus des angles formés par chacun des 
axes lîx<îs avec les axes mobiles. 

On a les rela lions 

«3 !- 6» 1 - c* -^ 1 , aa'^ bb' h- ce’ =o, 

a* ah -ir dh’ — 

abc 

a .b’d .c’b\ a’ d c' 

a” h” d 

aux(niell(\s il laul joindre loules celles que l’on obtiendrait par des 
IHîrnnilalions circulaires effecluécs, soit sur les lettres, soit sur 
les indices. Itappelons encore que les neuf cosinus peuvent être 
exprimes par les trois anf,dcs d’Euler, au moyen des formules (’) 

/ <? - cosO sintp sinij^ cosç cosi|;, 

b oosO sin^j/cosep --cosi[/sîncp, 

c i sînOsin^) 

( d • cos 0 cos ^ sîn ^ — sin t}' cos o, 

// cosO costj/ cos<p -f-sinij^ sinç, 

vJ fiiiïOcoRîp, 

d‘ — sinOsinç, 

I // • -sinOcosîp, 

\ d ' cosO. 

Di'îsîfçnons inainlcnanl ])ar />, r les composantes de la rotation à 
l’instant t par rap|)orL aux axes mobiles. Considérons un point 
dont les coordonnées soient ;r, 5, relativement aux axes mobiles, 

(ît cIicroliorLs les composantes de sa vitesse absolue par rappori 
aux mêmes axes. En écrivant que celte vitesse absolue est la résul- 
laaio d(î la vitesse relative et de celles qui seraient dues aux trois 

(') Hans CCS formules, ^ désigne l’angle de OX avec rinicrsection commune ON 
dos (leux plans des et des XY, <p désigne Tanglc de O a? avec la môme droite ON ; 
enfin 0 est l’angle de O a et OZ. L’angle ? mesure la grandeur de la relation 
qu’il faut imprimer à ON dans le plan des ay» et dans le sens direct, pour faire 
coïncider ON avec O»; on peut supposer qu’il varie de o“ à i8o®. De môme, «J/ 
mesure la rotation que l’on doit imprimer à ON dans le plan des XY, toujours 
dans le sens direct, pour amener cette droite à coïncider avec OX ; cet angle varie 
de ü« ô 
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rotalions /?, y, /•, on obtiendra les expressions suivantes (l(î e<‘s 
composantes 

(3) V,.= f 


dont nous aurons souvent à faire usa^je. 

Nous allons montrer, dès à présent, comment on peut tîn déduin' 
les expressions de />, <7, r en fonction des neuf cosinus et d(‘ l(‘urs 
dérivées par rapport au temps. Pour cela, considérons I(î poini pris 
sur l’axe OX à la distance i. Ce point a pour eoordonné(‘s ndalives 
(c’est-à-dire relativement aux axes mobiles) /;, <\ Ku <^\primanl 
(juc sa vitesse est nulle et en applùjuant Jes formules (.'<), nous ob- 
tiendrons les équations fondamentales 


(4) 


da 

lit 




dh 

( / 

\ -(nu 


auxquelles on peut joindre les suivantes 


U') 


(4') 




c'y, 

a'/-, 


dt 


= a' </ — 6'y> J 


dt 

dlf 

dt 

dd 

dt 


= c” P — 


que l’on démontrera de la mémo manière. 
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On (IcîduiL do la les formules 


lpdl=i — Sô de, 

('ï) I 17 <// = Sadfc — — Sc£?Æ, 

( r dt -- 'Ib da ^ — 'Za db^ 

<|ni doninml l(is valeurs ohcrcliecs dos rotations. Si Ton remplace 
l(\s cosinus par Imirs (îxpressions on fonction des angles d’Euler, 
on aura lt‘. systonn^ 



sn.çs.nO^J-cosç^., 

( <» ) > «y : 


[ r *<- 


<pi’il serait aisé iU\ démontrer géométriquement. En résolvant par 
rapporl aux dérivé<îs (hîs angles, on ïrouve 

. d(i 

l dt' 

■ <7 sîncp — /?<*oscp, 

"S 

' ycesep -!•/> sîntp, 

1 di ' 

r-l- r.oi.0(p simp -\ r/ costp). 


2. 'roui cola fîtuiit rapp(îlf;, nous allons étudier la question sui- 
vanlo, <jui (îsL forulainenlalo dans notre théorie : On donne y, r 
vn fonction Un temps /, et Von propose de déterminer complè- 
tement le moiieemenl. 

Il <\st clair (|uo la (|uostion sera résolue si l’on a les expressions 
dos rnuif cosinus eu fonction du temps. Or il résulte immédiate- 
intuit (1<\H formules (/() que, si l’on sépare les cosinus en trois 
group(^s, formés nîspeclivemcnl de a, c; a', b', c'; a" , é\ 
les trois cosinus de cliu<[uc groupe sont des solutions simultanées 
<lu systènuî 


(H) 


û 

\u 

il .... ^p-^r, 
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Toute la difficulté se réduit donc à rinlégration do C(î sysloiiu^. 
L’étude détaillée de cette intégration fora l’objet du (iliapiln^ sui- 
vant. Pour le moment nous nous contenterons de signaler l(\s pro- 
priétés suivantes du système (8). 

D’abord, par suite de sa forme linéaire, il admettra toujours um*. 
solution, et une seule, pour laquelle les valeurs initiabïs do a, p, y 
seront données. 

En second lieu, si a, P, y; a', P', y' désignent deux syslonu^s do 
solutions quelconques, les expressions 

aa'-H yy', a's-i- p'**l ■ y'*-* 

seront des constantes. On le reconnaît aisément en les dilféronlianl 
et tenant compte des équations (8). 

Ces propriétés vont nous permettre d’établir qu’il y a toujours, 
quelles que soient les expressions de /?, r en foiuîlion du lomps, 
une infinité de mouvements dans los(fueIs oes trois (juantités son! 
les composantes de la rotation relalivcment aux axes mobihss. 

Considérons en effet un triedre Irîroctaugbî (T^), d<î méuuî s<îns 
que le triôdrc OXYZ, formé par les axes (ix(ts <ît soituit 
Co, - . . les cosinus directeurs de OX, OV, OZ par rap|)ort aux 
axes de (Tq). Détormiuons les trois systèmes de solutions des 
équations (8), a, 6, c; a', 6', c/; a", b\ c\ qui eorrespondeni 
respectivement aux valeurs initiales suivanUîS : ao, ^4'' 

^0 î ^01 ^ 0 * 

Les fonctions, telles que 

a*-hd*-hcs, aa'’-\-bb' ■\-ca', ..., 

ayant pour valeur initiale i ou o, et devant resl(‘.r conslanles 
d’après les propriétés du système (8), ne cesseront pas (1<î coti- 
server leurs valeurs initiales; par conséquent, les neuf quantités 
a, a', a", ... seront à chaque instant les cosinus directeurs de 
trois droites rectangulaires formant un trièdre mobile (ï) dont la 
position initiale sera (Tq). Comme cette ])OsiLion initiale peut être 
choisie à volonté, on voit qu’il existe xxno infinité d(i mouvements 
pour lesquels /?, gr, r sont des fonctions données du lemj)s. 

Tous ces mouvements, qui dépendent de trois constanU^s arbi- 
traires, se réduisent au fond à un seul, mais qui serait rapporté à 
des axes fixes différents. 
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En cffol, considcirons, daus Tiin quelconque d’entre eux, la posi- 
tion ()C(;up(î(^ par le LricVlrc mobile à l’insLont initial, et choisissons- 
la |)our l(î système d’axes fixes auquel nous rapporterons le mou- 
vement du système mobile. Les valeurs initiales des neuf cosinus 
sont alors i ou o, la solution qui correspond à ces valeurs 
mim<3ri<{ucs ikï eon tient uucimc coosLanle arbitraire et est Lien 
d(5t<ïrminè(î. 

Il rèsull<i de ce qui précédé que, lorsqu’on aura obtenu une 
solution (|uclcon([u(i du problème, c’est-à-dire un système de valeurs 
(his muif (îosinus, il suffira, si l’on veut avoir la solution la plus 
générahï, do changer d’axes fixes, ce qui introduira trois constantes ; 
puis do suppos<îr <fue les nouvelles formules se rapportent aux 
anciens axes. 

Nous allons maintenant étudier le cas où le système mobile 
n’a |)lus de point fixe. Alors il faut joindre aux composantes /?, y, 
/• celles do la vitesse de l’origine O des axes mobiles, prises tou- 
jours ndativenuînt aux axes mobiles Oæt, Ojk? Ojs. Désignons-les 
par Ç, r^, Ç; joinUîS aux trois rotations, clics interviennent dans 
toutes les <|u<‘slions relatives è l’étude du mouvement. Supposons 
(puï l’on (connaisse l<‘.s e.xj)r<îssions do ces six quantités en fonction 
(lu temps, <ît cherchons (comment on déterminera le mouvement 
du lri(î<ini mobile. l*)('signons par (T) ce trièdre mobile, et soit 
(T') l<ï Iricdnî dont l’origine est un point fixe quelconque et 
dont les axes sont parallèles à ceux de (T), A un instant quel- 
conque 1(‘S (hmx Irièdres sont animés de la mémo rotation et, par 
<îons<î(pi(mt, liîs neuf cosinus se délcnnincront au moyen de r 
comme dans le cas précédent; d’ailleurs, siXo, Yo? Zo désignent 
l(*s coordonnées de l’origiuc mobile O par rapport aux axes fixes, 
on a évhhiiumeut, en projclanl la vitesse de celte origine sur les 
ax(^s fixes, 

(„) 

(^uand on aura déterminé les cosinus, ces formules feront con- 
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naître Xo,Yo,Zo par de simples quadratures qui introduiront trois 
constantes noiiYellcs. 

Ici encore, tous ks mouvements possibles corresj)on(lai»ts aux 
différentes valeurs des six constantes arbitraires se réduiscîiit à un 
seul et meme mouvement, observé par rapport à des a\(‘s (lide- 
rents; car l’intégration n’introduit aucune eonstanle arbitrain* e( 
ne donne qu’un seul mouvement, si l’on suppose <[u<ï l(îs a\<*s lixes 
coïncident avec la position initiale des axes mobiles. 

Je rappellerai, relativement au cas que nous vouions <le (considérer, 
que si z sont les coordonnées d’un point relaliv<cment aux 
axes mobiles, la vitesse absolue de ce point aura pour composantes, 
relatives aux mûmes axes, les trois (piantilés 

1 V.r=: ? h- 

(lo) < = Y) H- /•.(?—/> 5-1- , 

1 X f tf ^ 

Considérons, par exemple, Ica poinls iiivai’iahlt'iiu^nl liés au sys- 
lèmo mobile cl clicrclions ceux pour les([uel.s la vilcssc. esl. itiiui' 
mum. Il faudra délcnnincr les valeurs de a?, j>-, s reiidiiril iniulmiiiu 
la somme 

($ -+■ <7- — '• 7 )’ 4- (r, -I- r® — 7J5)> - 1 - ( Ç - 1 - py ~ c/ j; )». 

En égalanlà zéro les dérivées par rapport il .r, à,r cl à 5, ou oh- 
lient trois équations qui se réduisent aux doux suivaiili's : 

i-^qs — ry _ ■»] 4- r jr — /> s _ i; i />y-. yr 
P q r ' 

Ces doux équations représentent une droit»', l’axe »!oiili‘al du 
mouvement à l’inslanl considéré. On irouvo laciliuiionl, pour la 
valeur commune des rapports précédents, 

?/>4-ir|y 4- 

4 “ q^ 

ce qui donne, pour la valeur minimum de la vitesse, 
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\ a \ ooiulilion tK^œssairci et suffisanlc pour que le mouvemenl du 
syslruio se réduise à uuc simple roLalion est donc la suivante 

kp H-r^<7H-ïr=o, 

(ïl, dans c(ï <îas, l’axe de rotalion est représenté par les trois équa- 
(ions 

i ç -+- 7 s — ;y = O, 
ï) -h f\r pz ~ O, 

(|ui <au‘aeléns(‘nl en eflei. les points dont la vitesse est nulle, comme 
le mon! nuit 1(‘S formules (lo). 


i. Pour indiqu(‘r dés A présent une application des propositions 
pré(a*d(U)il<îS, oonsidéroïis une courl)e gauche quelconque et étu- 
dions l(î mouvement du triédre (T) formé parla tangente que nous 
pn'iulroiis pour ax<i de.s jî, la normale principale que nous pren- 
drons pour ax(î d(^s;y, en la supposant, par exem[)le, dirigée vers 
l(ï e<*nlr<î d<î <u)url)ur(i, et la hinormale qui sera l’axe des z et dont 
le s(‘ns (‘St déllni par hîs (ioiiventions déjà fiâtes. 

Prtujons Tare $ <',omiu(î variable indépendante ou, ce qui est la 
même. ('.hos(^, supposons 

(h 

dt 

On a iei 


<îl, si Z (ItîsigfHint l<!S (coordonnées du point de la courbe, 

<iui (*sl le sonnuet du tiT(>dr<‘, |)ar rap])()rL à des axes fixes. 


n 


d.r 

'(ir 



dz 

ds 


L(‘S forimdes générales (/\) nous donnent 
( ï U ) d(i i’ ( hr - « (V/ ) dSi db • ■. ( c/? — a/-) ds, de ^{aq --bp) ds. 

Exprimons (ju(‘ la binomiale, dont les cosinus directeurs sont e, 
ri, ri', (‘St perpendiculaire au plan osculateur, c’est-à-dire aux deux 
droites dont hîs cïosinus directeurs sont a, a', a" et 

L’une des équations sera satisfaite d’ elle-même 
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et l’aulrc nous donnera la condition 

S cda = qds =r O 

Ainsi la composante g doit être nulle, cl les formules (la) S(î 
réduisent aux suivantes : 

. nN da J db de , 

Il est aisé d’obtenir la signilicalion géométri(|iie des rotations p 
et 

Menons on effet par un point fixe des ])aralI(Mes aux arél<*s du 
Irièdre (T); nous obtiendrons un trû'ulrc (T|)dont la rolalion s<u'a 
la même, à un instant quelconque, que cidle du Iriédn^ (T). Un 
point situé à la distance i sur l’axe dos sû du trièilnï (T|) aura uin^ 
vitesse dont les composantes seront, d’a])r('ïS les formules (U), 

O, r, O, 

et, par conséquent, ce ])()int décrira le chemin rf/s\ ou, ce <jui tîsl 
la même chose, la tangente à la courbe tournera de l’angle /v/.v 
quand son point de contact décrira l’arc d,K; donc la eomposanUf r 
(ist égale à la première courbure de la courbe. 

£n prenant un ])oinL situé h la distance i sur l’uxc dos z <lu 
trlèdrc (T<), on verra de môme que les composantes de sa vil(ïHS(» 
seront 

0, —/>, O, 

et, par conséquent, le plan osculaleur tournera de l’angle — /x'/as 
quand le point de la courbe décrira Tare ds. Eu d’autres termes, 
— P sera la torsion de la courbe. Ainsi nous pourrons ))os(U‘ 



P et T désignant les rayons de courbure et de torsion, cl les for- 
mules (i3) deviendront 

ds P ^ ds ds X P * 

On reconnaît les formules de J.-A. Serret, qui jouent un rôle si 
important dans la théorie des courbes gauches. 
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f), La inélliodo qui nous a permis de les établir met en évidence 
qiudqucs ])r()|>()sili()nfl qu’il serait aisé de démontrer autrement et 
dont on fait un usage continuel dans les démonstrations géomé- 
lri<|ucs. 

Ktant <lonné<ï la courbe gauche (C), si par l’origine on mène une 
parall(M(î à la tangente de cette courbe, de longueur égale à i, l’ex- 
(réiuilé <lc ccll<‘, j)arallùlc décrira une courbe sphérique que nous 
appel l<îrons, av(îc M. P. Serret, V indicatrice sphérique de la 
courixi gauclui. 11 résulte de ce qui 2)récède que la tangente à l’in- 
dicalrico spl)iéri(|iic est parallèle à la normale principale de la 
(tourbe (^i); car le jioint ([ui décrit l’indicatrice est celui qui est 
situé è la distanco i sur l’axc des x du trièdre (T^), et nous avons 

vu qu(t la vitcss(î de ce point <îsL (^galc ù ^ et parallèle à la normale 
prin(tipal(t. 

J)<t inéiNKt, si par l’origin(t nous menons une droite de lon- 
gtKtur t, ])araII(M(î à la binormalc, l’extrémité de cette droite sera 
le point a la distaruîiî ï sur l’axe des js du trièdre (T^); ce point 

aura une viKtsstt égale à ~ (tl (pii sera encore parallèle à la normale 

prin(tipal<‘; la (tourbe sphérique qu’il décrit sera parallèle à l’indi- 
(talric(t : ou l’obtiendra (tn portant sur les grands cercles normaux 
î\ l’indi(îalri(te, (îL dans un sens (tonvenabic, une longueur égale à 
un quadrant; (tu d’aulrcîs tei'inos, ce sera la courbe polaire de 
l’in(li(îatnce spbérî(juo. 

(}, Nous signalerons cncont le théorème suivant qui est fort 
important (*) : 

Toute courho.j dans laquelle le rapport ^ est constant, est une 
hélice tracée sur un cylindre quelconque. 

Jîn (dlel, si nous (îonsidérons le mouvement du trièdre (Ti) pa- 


(*) Voir, au sujet de co théorème: 

PüïsEüx, Problème de Géométrie {Journal deLiouoille, série, t. Vil) ; Ber- 
THASD, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes {Journal de Liou- 
oilie, série, t. XIÏl) ; Lioüviwl», Application de V Analyse à la Géométrie par 
Monge, 5* édition, Note ï. 
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rallèle à (T), nous savons que, la composante q (5lant luilliî, l’axc' 
instantané de rotation est toujours dans le ])Ian dos xz. Lorsipuï le* 

rapport ^ ou demeurera constant, cet axe instantané ilovioiulra 

fixe par rapport aux axes mobiles. Or on sait <jue, lorsipuï l’ax<* 
instantané occupe une position invarialilc^ |)ar rapport au syslénu* 
mobile, il demeure fixe dans l’espace. IjO Lrièdnî ('f|) tonriHM’a 
donc autour d’une droite fixe; son axe d(is ([ni (îst parall(‘l(î à la 
tangente de la courbe, fera un angle constant av(î(‘. (‘.(UU^ droih^ (ix<' 
et engendrera un cône de rcvolulion. On reconnaît la propriéu'î 
caractéristique de l’bclicc trac(îe sur nn (‘.ylindn^ (|uel(*.on(|ue. 

Lorsque p et t sont constants, ccIUî héli(ï<‘ est trae(*(ï sur un 
cj'lindrc de révolution. Dans ce cas, en ellet, l(^ monv(Mn(*nt dn 
irièdrc (T) présente à chaque instant xme translation (‘I inu* rola- 
lion invariables. Alors tous les points du sysU'une mobile^ (‘t vu 
particulier l’origine du Lriédre, d(*erivcnt (l(\s h(îli(î(‘s tra(î('‘(‘S 'sur 
des cylindres circulaires droits. 

7. Dans le mouvement <|ue nous venons (fc'ludier, trois d(*s 
six quantités ... sont nulles. Nous allons monlnu* (pu‘, 

réciproquement, si l’on a 

r, = Ç = <7 -->• O, 

l’origine du Lriédre décrit une courbe qui est Langenle é l’ax(' des 
oc de ce Lriédre et admet l’axe des pour normale prineipah*. L(‘ 
])remicr point résulte immédiatement des é([iiations 

7i = C=--0. 

D’autre part, la composante q étant nulle, nous avons 

'Zeda — O. 

L’axe des :z du lriédre mobile est donc normal à deux posilions 
consécutives de l’axe des x. En d’aulnîs termes, le plan d(*H est 
le plan osculatcur de la courbe décrite par l’origiiuï des (Coor- 
données. 

En réduisant toutes les vitesses dans le môme ra])pon, (hî ma- 
nière que Ç devienne égale à i, on doit remplacer />, r pur >^7 ^ • 
La courbure et la torsion de la courbe sont donm'uis par 1(îs for- 
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(I(>) 


T /• 

P “'r 


T 

T 



8 . La HK^lhodc ciiuîmaliquc que nous venons d^exposer s’ap- 
pli([uo (l\m(ï nuaniènï (Utiganlo à la solution complète du problème 
suivant, eoinplèKîincnt résolu par M. Bertrand (<) : Rechercher 
aUl existe une courbe dont les normales principales soient aussi 
normales principales d'une autre courbe. 

Soi(‘nt M un point de la courbe donnée et (T) le trièdre relatif 
à poirït. Si l’on porte sur la normale principale une longueur 
MM'-- a^ la vil<^ss(î du ])oint M' aura pour composantes 

da 

I -/w, -, pa, 

suivant M.r, M M:; r(\specliv(ïment; cela résulte des formules 
(ïo). Si l’on v<uit <|u<î la courbe décrite par le point M' soit nor- 
mal<i i\ MM', il faudra <|u<‘. l’on ail 



a d(*vra étn* eonslant : v,e résultat était évident a priorij et nous 
aiirio/is pu le su[)poser immédiatement. 

Alors la vit<*ss<^ e d(î M' <îst pcîrpendiculairc à M/ et, si l’on ap- 
p<*Ile <i) l’angle (pi’tdK*. fait avec on a 

( ecosto = I- - m, 

\ ^ 7 / 1 • 

I ç sm cü rr pa, 

La droitiî M'Ms<‘ra alors normale de la courbe décrite par Uî 
point M/; mais <*lle iuî sera |>as en général normale principale. 
(]<)nslruisons 1 <î trièdre (T') formé par la tangente M' 5 ;' à la courbe 
(léeriltï par le point M', par la droite Wy et par la perpendiculaire 
eonunum* à <ïes d<îux droites, et remarquons que l’axe des y de 


(') J. Hkutiiam), Mémoire sur ta théorie des courbes à double courbure 
{Journal de féiaiwitle^ x** scorie, t. XV, p. 33a). Voir aussi le Mémoire de M. Bonnet 
inséré dans le .XXXII* Cahier du Journal de VÈcole Polytechnique, où l'auteur 
démontre (p. i3'j) que, si deux courbes ont les mêmes normales principales, leurs 
plans osculaieurs aux points correspondants font un angle constant. 
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ce irièdrc coïncide avec l’axe de même nom de (T). On aiirail. nn 
Irièdre ayant môme orientation que (T') en faisant lounnn* l<‘ 
Irièdre (T) de l’angle o) autour de son îixc des y. On ohliinidra 
donc la rotation instantanée du irièdre (ï') en com|)Osant l(*s (hnix 

rotations /?, r du trièdre (T) avec une rotation aulonr d(ï M.)'. 

Or la condition nécessaire et suffisanUï pour (pie la droiti^ Mp' 
ou Wy soit la normale principale de la eourixî déeriUï par le 
point est, nous l’avons vu, que la rotation d(^ (T') autour d(‘ 
My soit nulle. Il faudra donc que l’on ait 

diti 

dt 

cl, par suite, que l’angle (o soit constant. Ainsi 1 rs j>lans oscutatrnrs 
des courbes décrites par les points M, M' devront sr rouprr sons 
lin angle constant co. 

Si l’on SC reporte maintenant aux forinul(\s (17), on <‘n déduil, 
par l’élimination de 

sîneo 

=3 /• SUlCi) -h /> COSd) 
a ‘ 

ou, en remplaçant r et p par leurs exjircîssions g(»omélri(pi(»s, 

, ov sintü sînti) cosco 

(18) SS — 

a ^ X 

Il y a donc une relation linéaire entre les deux courbures. 


9 . Réciproquement, s’il existe une relation linéaire (uiln* les 
deux courbures 



la courbe jouira en général de la propriété indiqut^e. On îdenli- 
fiera la relation précédente avec l’équation (18), et l’on aura 


a = 


A 


cotco == 


B 

À’ 


Signalons cependant deux cas d’cxcej)tion : 

Si l’on a C = O, sans que A soit nul, la relation entre les cour- 
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hures prend lu forme 

P 

' = const., 

(\la d(îvienL infini. Ainsi la seconde courbe, lieu de M', est rejetée 
î\ l’infini, i^a (îourhe proposée est alors une hélice. 

Si l’on a A : o, c’est-ù-dire si la courbe aune torsion constante, 
n est nul et les (huix courbes, lieux deM et de M', se confondent. 

On p(îul avoir plus de dcuiK courbes ayant les mêmes normales 
prineipahts : si la valeur de rt est indéterminée, c’est-à-dire si 

Ton a A -O :o; dans ce cas, la courbe sera plane; 2° s’il y a 
plus d’uiKï ndalion linéainî entre les courbures, c’est-à-dire si les 
deux <‘.ourl)ur(\s sont eonslanles; dans ce cas, l’équation (18) sera 
salisfaiUî ])()ur louUï valeur de a elfera connaître to; il y aura donc 
uiH\ infinité d<î eourhcîs ayant les mêmes normales principales. La 
eourlxî primiliv(î (^l, par conséquent, toutes les autres seront des 
héli(ï(‘S lracé(*s sur <les cylindnîs circulaires droits; la surface 
f<>riné<^ par l(\s normales principales sera l’hélicoïde g^auchc à plan 
dir<*<îl<‘ur. 


iO. Ilevenons au cas jjénéral cl cherchons les deux courbures 
de la courbe lieu do M'. Le triêdre (T') relatif à cette courbe est 
invariabl(UU(‘nl lié au iriédrc (T). Il suffira donc, pour avoir les 
<M)mposanl<ïs //, /*' relatives au triedre (T'), de projeter les rota- 
tions Pf r sur les axes do (T'). Cela donne 

P* r" P cos (I) H- r sin co, 
r 1 - -y? sinw -1- /* cosw. 

Or on a, d’après les formules (ifi), en désignant par^? ^ les 
deux courbures de la courbe lieu de (M'), 


‘ r' - 


IjOS relations précédentes nous donnent donc, par la substi- 
tution des expressions de/;, <7, <7', 


(M)) 


(r 


co^co 

T 

sin CO 


smcü 

P’ 

cos CO 
"H — — - } 

P 
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formules auxquelles on peut joindre le système suivant, ohtoiui 
en remplaçant /• cl p par leurs expressions dans les formules (> 7 ) : 


a 

Ç COS <0=1 — - > 

P 

a 

<; sin <0 



Les formules (19) et (20) contiennent toutes les relations enire 
les deux courbes. On en déduit, par exemple, 


cosü) ainto 



ain (0 
a ’ 


relation linéaire entre les deux courhnrcs do la nouvidle (îourhn 
dont l’cxislence était évidente a priori. D'ailleurs le système (ly) 
peut être remplacé par le suivant 


(ai) 


coa cü a 

— I -1 — . , 

P 


ain (0 
e 


a 


qui est beaucoup plus simple ( '). 

L’un des cas particuliers les plus intéressants avait été déjà 
signalé et étudié par Monge (-): c’est celui où les plans osctila- 
Lcurs des deux courbes sont perpendiculaires; on a alors 

P = a, p' = — a. 

Chacune des deux courbes est le lieu des centres de courburcï de 
l’autre et aussi le lieu des centres des sphères osculalriecs è l’autre. 


(») Voir une Note Sur les courbes qui ont les mûmes normales principales, 
insérée par M. Mannheim dans les Comptes rendus (L lAWV, p. uim), oh hc 
trouvent démontrées quelques relations que l’on pourrait déduinï des fonuuUs 
établies ici. 

(*) Monge, Supplément où, Von fait voir que les équations aux différences 
ordinaires, pour lesquelles les conditions d'intégrabilité ne sont pus snlis/aileSf 
sont suceptibles d*une véritable intégration et que c*cst de cette intégration 
que dépend celle des équations aux dérivées partielles élevées {Mémoires de 
V Académie Royale des Sciences pour Vannée 178/1, p. 53 () et auiv,). 

Ce beau travail vient compléter, comme l’indique son titre, 1(5 célébré Mémoire 
sur le Calcul intégral des équations aux différences partielles, publié dans bï 
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•1 1. I.(‘s ïVîsultals ohlonus par JM. Bertrand donnent immédiale- 
iiKMil la solulion <run problème dont on s’est beaucoup occupé : 
DtUrrminor iou/rs surfaces gauches dont les rayons de cour- 
hure sont, en rhatiue jmint, égaux et de signes contraires. 

i^n (db’l, l<î.s snrlac(ïs f^^auclies cliercbécs devront avoir, en chaque 
point, j»onr indicatrice une hyperbole cqiiilatèrc et, par consé- 
(pKuit, leurs li^n(‘s asyinptoticpies curvilignes doivent couper les 
gcnrralri<u*s r<‘<uiligtn‘s a angle droit. Le }dan osculateur d’une 
ligiK» asvn»ptoLi<|uc élanl h; plan tangent delà surface, on voit que 
les généralri<‘.<*s r<‘cliligncs doivoiiL être les normales principales 
(le lout<‘S les asyniptoticpuîs. D’aprtîs le résultat précédemment 
démontre', <u‘s asyniploticpuîs ue. p(iuvcnt être que des hélices et 
la .surfatuî régbu* un hélie.oühi à plan directeur. On a vu d’ailleurs 
( 11 “ J)) (pKï c(îtl<ï surfa<î(ï jouit bi(U!i dcî la propriété énoncée. Ainsi 
rhélirtïïde gttuehe à plan direateur est la seule surface réglée 
dont tes rayons de eourhure soient, en chaque point, égaux 
et de signes ron tnt ires. 


Nous terminerons ce sujet en donnant la détermination 
d(îs dév«îIoppécs d’uius courbe gauche, 

(lonsidérons le Irièdre (T) relatif h un point M. La développée 
devra élnî (mg(mdrée par un point N du plan des ys^ et ce point 
devra étrt‘ choisi (hî Udle inani(U*c que la tangente à la courbe qu’il 
décrit vitunu», è (îha(pie instant, passer en M. 

Appedons^)" et z ses coordoiiuéos. Les composantes de sa vitesse 
sont 


( V.'/ ) 


' ry. 


fty 

<ts 


dz 


Voluino (p, iiH), <ît (m'i sü Irouvonl Ins premières recherches (ïc Monge 
sur récjuathia auv parLinIhîs ch\s surfarcîs minima. Monge fait voir, dans 

U* Hepptvmvnt. si inh* rourho a un rayon de courbure constant, le lieu des 
(•mires de cou rhurr jouira (h: lu inè/uc propriété et aura scs centres de courbure 
sur la rourhe priiuilivr* Un plus, h‘s plans oscuïutcurs des deux courbes aux 
poiulH corr«sp(»udttnts S(»ront rcr.laaguluirti». Mais le procédé que Monge fait con- 
uttUro, pour lu (hUeriniuution do l’équation en termes finis des courbes dont la 
rourhuro rst ronsUiuKs est (Wldcmmcnt inexact. Les équations finies que donne 
rUittstro géomèlrcî ocmlionnont, en effet, doux fonctions arbitraires qùe Monge 
rrgardt* rt»rnni(i indépendantes, bien qu’il ait démontré, quelques pages auparavani, 
(lu’clhrs sont liéifs Tuno A l’autro par une équation diffircntiellc. 
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Exprimons que la vitesse est dirigée vers le point M. Nous avons 
les deux équations 

— * dy—psds _ .V 

/ “ ^ P» dz‘^pyds’~ 

ou 

^dy—ydz^^j^^ 

^2 _j.. ;;2 ““ 'T 


En intégrant, nous trouvons 


On a donc 
(î3) 


arfitang^ = 
s =y tang 



Ces équations contiennent toute la théorie des développées. Ou 
voit que l’angle V, formé par la normale principale avec la droite 
qui joint le point de la développée au point correspondant d<î la 
courbe, a pour valeur 

V 



donc les normales de la courbe qui enveloppent deux développées 
différentes font, entre elles, un angle constant. Récipro([ueiuont, 
si deux normales à la courbe font un angle constant, et .si l’iUKt 
enveloppe une développée de la courbe, il en est do môme d(» 
l’autre. Ce sont là des propositions dont on fait souvent usage. 

La première des formules (aS) nous montre encore que l(!S 
développées sont tracées tout entières sur la surface po/airc, 
enveloppe des plans normaux à la courbe proposée. Ï1 résulte, eu 
effet, des formules (aa) relatives à la vitesse du point (y, z) 
que tous les points du plan normal situés sur la droite/ = p ont 
leur vitesse dirigée dans ce plan; donc cette droite est la généra- 
trice de contact du plan avec son enveloppe, la surface polaire. 
D’ailleurs, le plan osculateur de la développée, contenant la tan- 
gente à la courbe proposée, est, par cela même, normal à la 
surface polaire. 
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CHAPITRE IL 


SUR l’intégration nu SYSTEME LINÉAIRE QUI SE PRÉSENTE 
DANS LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 


S.YSl(>ni(is liiu'îaipfis possédant une intégrale du second degré. — Leur intégration 
l'uniouéc à col le d’une é<juatîon de Uiccali. — Rcmarijucs générales sur cette 
é(|(iati<)n. 


IS. Il nous rosie à <5LucIier d’une manière détaillée l’intégration 
du système 

drx, û 

-^-=Pr-Yÿ, 

auquel satisfont les trois groupes de cosinus. Nous avons déjà 
signalé uikï propriété fondamentale de ce système. Il admet l’inté- 
grale du second diîgré 

îA ) «S -h P® -4- Y* = eau si. 

(îl l’iïxislcncc d(ï cette intégrale entraîne, comme corollaires, une 
série de propositions qui facilitent, dans plusieurs cas, l’intégra- 
tion du système. 

Avant de commencer rétude des équations (i), je vais d’aLord 
montrer que tout système linéaire de la forme 

[ A«+ B? -hfÎY, 

CJ) A'a-hB'P-l-C'Y, 

f J = A"* + B" P -H C'y, 

où A, l}, (’i, ... 8onl des fondions de t, peul ôtre ramenù à la 
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forme (i) toutes les fois qu’il admet une intégrale du second 
degré 

(4) 9 («3 y) = const., 

O désignant une fonction homogène du second degré, à cocnicionls 
constants ou variables. 

En effet, par une substitution linéaire qui ne change évidoni- 
ment pas la forme des équations (3), on peut ramener l’é(|uaLioii 

(4) (sauf les cas exceptionnels, que l’on traitera facilement, oCi lu 
fonction f serait un carré ou une somme de deux carrés) a la fornuï 

(5) aS -h Y* = const. 

Si l’on exprime que le premier membre de cette équation est inu^ 
intégrale du système (3), on obtient les équations 

A = B' = G" = B 4- A' = C = G' -t- B" = o, 

qui montrent bien que le système (3) se ramène à la forme (i). 

Le système (i) nous apparaît donc comme le type ou la fornir 
réduite d’une classe entière de systèmes présentant la propriété, 
que l’on rencontre fréquemment dans les applications, d’admoUrc^ 
une intégrale du second degré. Ce caractère particulier des é([ua- 
tions que nous allons étudier méritait d’étre signalé et suffirait à 
justifier l’étendue des développements qui vont suivre. 

14. Je vais montrer d’abord que, toutes les fois que l’on con- 
naîtra une solution particulière (ao, Yo) système (i), on j)ourra 
joindre l’intégrale du premier degré 

aajH- const., 

à l’intégrale déjà donnée du second degré. 

En effet, si l’on a une solution quelconque (a, (3, y) du sys- 
tème (i), on en pourra déduire, d’après les j)ro])riélcs do loul 
système linéaire, une solution plus générale 

a -i- Arao, p T •+“ A’Yo» 

/i désignant une constante quelconque. On devra donc avoir, j)our 
toutes les valeurs de 

(a -4- X:aû)®-f- (p h- A:Po)*-h (y -4- A'Yü)® = const. 
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OU, on (lévcloppanl, 

a 2 + ps -I- Y* -+- aX-(aao 4- PPo -H T{o) H- /f* (a* -+- pj h- ) = const. 

L(î prcinicT cL le dernier terme du premier membre étant con- 
slanls, il (^11 sera de même de 

exao ppû-i- ïYo, 

comme iJ fallait le démontrer. 

Il résiilUî évidemment de là que, si Ton connaissait seiJe- 
mont (IcMix solutions particulières dix système (i), (ao, Po, To), 
|)ourrait immédiatement écrire la solution géné- 
rale, (fui S(îrait définie par les équations 

a* 4- P* 4- 7 * =: const., 
aao-h ppo4-7Yo— const., 
a«iH- ppi-H 7 Yi = const.; 

<^(ïs é<[ualions ptmvimt être nisolucs et donnent pour a, pjyles 
vabîurs 

I a«Coao4-Oiat4-Us(poYi— Pilfo), 

P rï coPo4- CiPi4* Cj(Yoai— «oTî)» 

Y - CüYo4-U|Yi4-Cî(aopi— ai Po), 

où Oo, e,, di d(5sjgnenl des constantes arbitraires. Mais on peut 
obtenir une proposition plus complète et montrer que, si l’on 
(îonnaît une scuile solulion du système (i), une seule quadrature 
suffira à nous donner son intégrale générale. 

'15. Pour établir C(ï résultat essentiel, remarquons que les va- 
buirs l(îs plus générales de a, p, y doivent satisfaire à la relation 

a*-H ySs; const. 

Comnumçons d’abord par écarter le cas où la constante serait 
nulle; on pourra toujours, en divisant ces valeurs par une con- 
slanle convenable, supposer que l’on a 

(y) a*4- p®4- Y* = ï* 

Remarquons même que, dans le problème particulier que nous 
avons à traiter, a, p, y, étant trois cosinus directeurs, doivent né- 
ecssairoincnt satisfaire à cette relation.il est naturel d’exprimer a, 
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fil 

fi, Y en fonction de deux variables indépendantes, de manière (pie 
la relation précédente soit toujours satisfaite, cl de clierclier les 
équations différentielles auxquelles devront satisfaire ees deux 
variables. 

Or, si l’on regarde a, P, y comme les coordonnées d’un point dtï 
l’espace, l’équation (7) représentera une sphère de rayon i, ayant 
pour centre l’origine [des coordonnées. Considérons cettcî s[)h<îr<' 
comme une surface réglée, admettant un double système d(î géné- 
ratrices imaginaires, et prenons pour variables deux quantilés 
demeurant constantes respectivement sur les génératrices de cluujue 
système. Pour cela, nous poserons 


( 8 ) 

ce qui donnera 
( 9 ) « 


i a-h ip _ i"*- Y __ 
g ~ tp _ I -h Y I 

I — Y g-hip ~ J’ 


-CT}' 


-y 


^ g? —7 


Y = î:±i:. 

* g* " -y 


Remarquons que, d’après les formules (8), x oly seront imagi- 
naires quand a, p, y seront réels, et, on outre, l’imaginaire conju- 


guée de X sera — - 

® y 


Si nous substituons les valeurs (9) de a, P, y dans les é<iuations 
différentielles, ces équations se réduiront à deux, comme ou devait 
s’y attendre, et, après quelques calculs faciles, on obtiendra lo 
système 


(10) 


dr , <7 — 

— = ~ irx -H — 
dt a 


ip 




— 

"di 


iry 


lz:Jp ItJp 


7*; 


æ; et jK doivent donc être deux solutions différentes de la môme 
équation en o- 


00 


dcF . q — 


ip 


a ’ 


el l’intégration du système proposé est ramenée à celle de cctic 
seule équation. Deux solutions particulières distinctes de ccll<t 
équation donneront toujours, par l’emploi des formules (y), des 
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valeurs réelles ou imaginaires de a, j3, y, vérifiant le système (i). 
Remarquons mûinc que, lorsque /?, ÿ, r seront des fonctions réelles, 
il suffira de connaître une solution particulière o-de réquation(r i) 
pour en déduire une solution (a, P,y) du système proposé. En 
effet, désignons par cr' l’imaginaire conjuguée de or. Je vais mon- 

Irer que — y est encore une solution particulière de l’équation(i i). 
Pour cela changeons i en — i dans cette équation, nous aurons 


clt ' 




a 




(il, par conséquent, 

Il suffit de comjmrerà l’équation (ii) pour reconnaître que — 
<îst bien une solution particulière de cette équation. 


16. L’é([ualion en c appartient au groupe des équations de la 
forme 

(ï3) = a-!* aèar-i- Cff*, 

où «, i, c .sont des fonctions quelconques de ï. Ce sont les plus 
simples aprè.s les équations linéaires. Comme on les rencontre fré- 
quemment dans les applications, on leur a donné le nom de Ric- 
calî, parce qu’elles comprennent comme cas particulier l’équation 

eu 

<|ui, seule, a été l’objet des recherches du géomètre italien. Nous 
allons rappeler rapidement leurs principales propriétés. 

D’abord, elles ne changent pas de forme quand on effectue 
sur O- une substitution linéaire, c’est-à-dire quand on substitue à <t 
la variable 1 définie par l’équation 

^ Pcr-I-Q 

rTTs' 

où P, Q, R, S sont des fonctions quelconques de t. 

En second lieu, on peut les intégrer dès que l’on en connaît 
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une solution particulière. Soit, en effet, <t = o-o une telle solution. 
Posons 

I 

CT = 0’o-4- ^ > 

et nous obtiendrons pour \ l’équation linéaire 
(li) ^=— c — a(c!ri)-+-ô)X, 

doût rinlégration exigera seulement deux quadratures cffccluécs 
successivement. 

De là résulte une des propriétés fondamentales de Véquation 
de Riccati. Comme la valeur générale de X est linéaire par rapixn*! 
à la constante arbitraire C et de la forme 

PG-hQ, 

on voit que l’intégrale générale de Téquation de Riccati sera de la 
forme 

RC-f.S 

P, Q, R, S étant des fonctions de la variable indépendante de /. 
On déduit de là que le rapport anharmonique de quatre $olu^ 
tions de Véquation est constant et égal à celui des quatre 
leurs de la constante arbitraire correspondantes à ces solutions. 

17. Si donc on connaît trois solutions particulières o-o, o-, , o-o, 
l’intégrale générale sera donnée par la formule 

5 mî? • 5 — ^ Q 

qui ne contient aucune quadrature. 

Si l’on connaît seulement deux solutions o-q, o-,, une seule qua- 
drature suffira. Voici le procédé le plus rapide pour obtenir la 
solution. Posons 

ff — a*! 


on aura 



INTÉGRATION DO SYSTÈME LINÉAIRE. 20 

OU, en remplaçant ■— par leurs valeurs tirées de l’équa- 
lion (i3), 


\ s’oblicndra donc par une simple quadrature, et l’on aura 
(l5) X = = Qgfc(a,~<!,)dt 

0* ffi ’ 

C (lésif^nanl une conslanLc arbîlraire. 

,L’<5(jualion do Riccali possède donc une des propriétés fonda- 
tnen laïcs des éc^ualions linéaires cl la connaissance de chaque so- 
lution parliculière permet de faire un pas vers la solution générale. 
Et, on <dret, il osl aisé de ramener son intégration à celle d’une 
é(fuati()n linéaire du second ordre. 

Voi<û le procédé qui nous paraît le plus élégant pour démontrer 
oetlc (lornière proposition . 


18. Posons 



l’équallon dcvl<‘.udra 


V 


r/jx (/') 

dt (U 


avâ-H a^jxv 4- C(x®, 


et celte unl(pie équation peut évidemment être remplacée par les 
(leux suivantes 




ofi h désigne une fonction que l’on choisira arbitrairement ('). 


(’) Il (‘St bon (le remarquer que, si l’intégraiion complète du système (i6) en- 
traîne celle de Téquation de Riccati sans qu’il soit nécessaire d’effectuer une qua- 
draturCy la réciproque n’est pas vraie. L’intégration de l’équation de Riccatî une 

foi» effectuée, on a seulement le rapport la détermination de p. ou de v par 

les équations (i6) exige encore une quadrature. 
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Or rélimination de [jl ou de v conduit, évidemmcuL, à une équation 
linéaire du second ordre . 

Si l’on prend, par exemple, h = &, on aura 

I Û?V 

c / ’ 

et V satisfera à l’équation 


(17) 






+ aev r= 


O. 


Si et Vi désignent deux solutions "particulières de cette équa- 
tion, on aura 


(18) 


I Vj-+-Gvj 

c vi-t-Gvj ’ 


C désignant une constante arbitraire. 


19. Nous avons vu que le rapport anharmonique de quatre so- 
lutions particulières quelconques de l’équation de Riccati (ist 
constant. Il est aisé d’établir que cette propriété est caractéris- 
tique, qu’elle appartient à cette seule équation. 

En effet, si o-o, 0-2 sont trois solutions particulières, l’inté- 
grale générale de l’équation considérée sera donnée par la 
formule 

^ ^ 

CT — ffi ’ CTj — CTi * 

et l’élimination de C par une différentiation conduit à une équa- 
tion de Riccati. 


20. Appliquons ces propositions générales, relatives à l’équa- 
tion de Riccati, à notre équation (ii) en œ. Toutes les fois que 
Ton connaîtra une solution du système (i) pour laquelle la somme 
constante sera différente de zéro, on pourra réduire 

cette somme à l’unité, et les formules (8) nous feront alors con- 
naître deux solutions particulières de l’équation en o-. Désignons 

ces deux solutions par co, — 4^- Il suffira, pour déterminer l’in- 

tégrale générale de l’équation en cr, d’effectuer une seule qua- 
drature. L’application de la formule (i5) nous conduira j)ar d<ïs 
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iransformalions faciles à l’équalioa 


ou encore 


I H- ffffi 



+ !L-liî - (T, 


t^y, 


g -ffo 
T*l OPffi 


V^' 


5,/( 





a7 


(j (lésiffnant la constaïUo arbîlraire. 

La <iua(lraliiro qui fif^urc dans ces formules porte sur uue fonc- 
tion rf^cllo, toutes les fois que les rotations /?, < 7 , r et la solution 
particulière d’où l’on est parti sont réelles'; car alors Co, crjj seront 
imaginaires conjuguées, et la fonction sous le signe /, dans les 
formules précédentes, sera de la forme f 0 , 0 étant réelle. 

Il est (loue démontré que, toutes les fois que l’on connaîtra 
une solution parliculic'îrc du système (i) pour laquelle la constante 
sera difl'érente de zéro, la solution générale de ce 
.système s’ohtiimdra par une .simple quadrature. 


âl. Suj)i)()Sons mainUîuanl que les solutions particulières con- 
sidéréo.s a, (3, y satisfassent à la relation 

a® H- 7® =-= O. 

Nous <îommcnc(ïrous par remarquer que l’une au moins des 
(|uantités a, (3, y imaginaire. On aura donc, en mettant en 
éîvid<ïncc l<îs parlitîs réelles et les parties imaginaires, 

a = a' «H P “ P' 4 - i Y = Y 4- 

C(îla posé, si sont des fonctions réelles de a', j3', y' 

ta a'', j 3 ", y' consli tueront évidemment deux systèmes différents de 
.solutions réoile.s du .système (i), pour lesquels la somme 4-^^ -f-Y' 
stira diirérontc de zt^ro. L’application des formules ( 6 ) fera con- 
naître alor.s, sans intégration nouvelle, la solution complète du 
système (i). 

Supposon.H maintenant que />, r soient des fonctions imagi- 
nairtïs. On pourra poser 
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et, en introduisant un facteur de proportionnalité p, on aura 
(9.0) a=p(i — a?»), p = îp(n-arS), 7 = apa?. 

La substitution de ces valeurs dans le système (i) nous conduit 
aux deux équations 


(21) 

(22) 


dx . 9 —^P , ^ 


Ainsi, 07 devra être une solution de l’équation (ii). D’ailleurs, 
si l’on pose 


cr -h ^ 9 


celte équation prendra la forme 




ou, en tenant compte de la formule ( 22 ), 


(23) 


^ / X\ __ ç 
dt\pj^ ’ap 


On aura donc 1 et, par conséquent, cr par une seule quadra- 
ture; donc, dans tous lescas, la connaissance dUni seul système 
de solutions des équations ( 1 ) permet d^ obtenir, par une seule 
quadrature, V intégration complète de ces équations. 

Les systèmes particuliers de solutions pour lesquels la somnuï 
p®-l- Y" est nulle jouent un rôle essentiel dans les importants 
travaux de M. Hermite sur la rotation d’un corps solide ( ' ), 


22. Euler, qui a, le premier, étudié le mouvement d’un cor|)s 
solide, a démontré le résultat précédent par une méthode toute diffé- 
rente. Nous avons vu qu’il a exprimé les neuf cosinus, au moy(‘n 
de trois angles seulement, et nous savons que les rotations /?, (jr, r 
s’expriment en fonction de ces angles et de leurs dérivées par rap- 
port au temps par les formules (6) [p. 5]. Si donc on suppos<ï 


(‘) HsaMiTE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris, Gau- 
ihier-Villars, i885. 
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connues les roulions, ces trois formules constitueront un s^’stème 
(ré<[iuilions diffère miellés qui remplacera le système (i) et suffira 
à délerininer les angles 0, (p, à. A la vérité, le défaut de symétrie de 
ces ('(puUîoiis ne permet guère de les employer d’une manière géné- 
rale; cependant on en déduit très simplement la projpriété fonda- 
mentale du système (i). 

J^’n effet, soîenl^'', c/' les valeurs particulières, supposées con- 
nu(‘s, (le a, p, y, vérifiant le système (i). Si nous prenons pour axe 
O/j la (Iroile dont les cosinus directeurs sont a", 6", c", nous aurons 
alors 0 et cp par les trois dernières formules (2) [p. 3]. Ensuite la 
<l(‘rnièrc d(îs formules (()), ou la seconde des formules (7) [p. 5], 
nous permeUra de. dfîlerminer à une quadrature. Connaissant 
les trois angles d’Euler, nous aurons trois solutions particulières 
(lu systi'ime (i) et, par conséquent, aussi la solation générale. 

Il est aisé de voir ([iie les quadratures à effectuer dans les deux 
mélliü(U*s s(i ramèm'uL l’une à l’autre et ne diffèrent que par des 
(piantil('‘s e\ael(‘m<‘iit intégrables. 
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CHAPITRE IIL 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE LA MÉTHODE DÉVELOPPÉE 
DANS LE CHAPITRE PRÉCÉDENT. 


Élude des coordonnées symétriques dans le cas de la splière. — tnlcrprélaLion 
géométrique d’une substitution linéaire effectuée simultanément sur les deux 
coordonnées. — Formules d’Eulcr et d’Olindc Rodrigucs relatives à la trans- 
formation des coordonnées. — Représentation de la variable imaginaire par un 
point de la sphère suivant la méthode de Rîcmann. 


23. D’après les développements précédents, on voit que l’inlé^ra- 
tion de tout système d’équations linéaires à trois inconnues, admet- 
tant une intégrale homogène du second degré, sc ramène à c(îII<^ 
d’une équation de Riccati, c’est-à-dirc à celle du système Jinéain» 
]e plus général à deux inconnues. Il nous paraît intéressant de justi- 
fier et d’expliquer ce résultat par quelques considérations do Géomé- 
Irle pure. Pour cela, nous allons faire une étude rajiide du systèiiK* 
des coordonnées curvilignes qui déterminent les points de la 
sphère de rayon i, et qui sont définies par les formules (()). 

Par un calcul élémentaire, ces formules nous conduisent à la n»- 
lation suivante 

(I) 4- d'(^ = lÉLÉL , 

(.r— j/p 

qui fait connaître la dilTérenticlle de l’arc décrit par le point d(ï 
coordonnées curvilignes x^y. On voit que ccL arc sera nul quand 
on se déplacera sur l’une ou l’autre des génératrices rectilignes dt'i 
la sphère : c’est là un résultat bien connu; mais la formule (i) va 
nous conduire à d’autres conséquences. 


Son second membre jouit de la propriété de sc reproduire 
quand on soumet æ; et / à une même subslitulion linéaire. Posons 
en effet 


(a) 


< 35^1 - 1 - b __ ayi -h b 

^ ~ c/i-h d’ 
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hj c, d clanL dos constantes; nous trouverons 

[drdy 4 donj dy^ 

\x-yy "" (a?,— ji)s’ 

Il r<îs Lille de là que, si l’on considère sur la sphère deux figures 
décrites, l’iinc (F) par le point (;r,jK), l’autre (F,) par le point 
(jUi , y s ), la distance de Jeux points infiniment voisins quelconques 
(le l’une des figiinis sera égale à la distance des points correspon- 
dants de l’autre; par conséquent les triangles infiniment petits, qui 
SC correspondent dans les deuxfigures, ayant leurs trois côtés égaux, 
seront égaux ou symétriques, et les deux figures seront égales ou 
symétriques ; je dis qu’elles sont égales. 

lin eflet, dans les formules (2), faisons varier «, &, c, d d’une 
manière continue de leurs valeurs actuelles aux valeurs suivantes : 
I, O, O, ï. La figure (Fi) se déjdacera d’une manière continue; et, 
comme elle est toujours égale on symétrique à (F), elle demeurera 
toujours su|)erposuI)le à sa position primitive. Or, pour les valeurs 
extrêmes de a, ô, 0, < 1 ^ la substitution (2) sc réduit à la suivante : 

ûc — Ti, y=yi- 


La figure ( Fi) est venue coïncider avec (F) et, par conséquent, 
les deux figures sont ('*galcs. 

Le second membre de la formule (i) sc reproduirait aussi si l’on 
employait la substitution 


( 3 ) 


ayi-^ h _ axi-\-b 

Gy\-\-d^ cxi-^d 


Mais il est clair que cotte substitution résulte de la composition 
do la substitution (2), ([ui remplace toute figure (F) par une figure 
égale, avec la suivante : 

Il suffit de sc reporter aux formules (9) [p. 12] pour recon- 
naître que cette dernière substitution remplace un point de la 
sphère par le point diamétralement opposé, c’est-à-dire la figure 
(F) par une figure symétrique; il en sera donc de même de la sub- 
stitution plus générale définie parles formules ( 3 ). 


23 . Los résultats précédents ont été déduits de l’équation (t) qui 



LIVRE I. — CHAP. III. 


32 


donne la distance de deux points infiniment voisins. Mais on peut 
aussi les obtenir par l’emploi de la formule qui exprime, dans le 
système de coordonnées a?, la distance de deux points quelcon- 
ques de la sphère. 

Soient, en effet, M, M' deux points de coordonnées x,y\ 

On aura, en désignant par MM' l’arc de grand cercle qui les 
réunit, 


( 4 ) 


cos MM’ = 




d’où l’on déduira 


(’J) cos- — — rr — J J } 

a (iJf— /)(a? — y) 


sin* 


MM' _ (£_— y)(T- •.r'J 
2 “ “ i 3 r--}')(y-x')’ 


Ces formules, que j’ai déjà données avec plusieurs autres en 
1872 (^), peuvent encore s’écrire sous la forme 


cos2 x',y), 


. ,MM' 

sin2 — 

2 


^'ï.rS y)y 


K(æ, 6, c, d) désignant le rapj)orl anharmonique des quantités 
((^ 6, c, d. Il est clair que ces expressions demeurent invariables 
(|uand on applique aux coordonnées des deux points l’une ou 
l’autre des substitutions (a) ou ( 3 ). On voit que ces substitu- 
tions ne changent pas la distance sphérique de deux points quel- 
conques; elles ne peuvent donc que remplacer une figure (F) par 
une figure égale ou symétrique, ce qui confirme la proposition 
déjà obtenue. 

11 résulte de ce qui précède que, si l’on considère quatre points 
quelconques M, M', M", M'" à la surface de la sphère, le rap])ort 
anharmonique des valeurs de la coordonnée x relatives à ces quatre 
points demeurera constant quand on déplacera d’une manière quel- 
conque la figure invariable formée par ces quatre points; en d’au- 
tres termes, ce rapport anharmonique ne dépend que de la forme 
du quadrilatère. On en connaît différentes expressions que je ne 
m'arrêterai pas à établir. Il nous suffira de savoir qu’il demeure 
constant quand le quadrilatère se déplace sans se déformer. 


(*) G. Dvrboüx, Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de sur- 
faces algébriques, p. 212. 
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26. D’après cola, revenons au système (i) du Chapitre précédent 
et considérons-y a, p, y comme les coordonnées d’un point de la 
sphère. A chaque solution particulière du système (i) correspondra 
sur la sphère une certaine courbe décrite par ce point. Il résulte 
des propositions établies tout d’abord (n® 14) que, si deux points de 
la sphère représentent deux solutions particulières différentes du 
système, ils demeurent toujours à une distance invariable l’un de 
l’autre 5 donc, si quatre points décrivent dans leur mouvement les 
courbes qui correspondent à quatre solutions particulières diffé- 
rentes, ils formeront une figure invariable, et le rapport anharmo- 
nique des quatre valeurs particulières de x qui correspondent à ces 
quatre points sera constant; c'est dire que æ?, considéré comme 
fonction de devra satisfaire à une équation de Riccati (n° 19). 

Il nous reste à expliquer pourquoi la seconde coordonnée y 
satisfait à la môme équation que la première. Pour cela, il suffit de 
remarquer que, si un point M de la sphère donne une solution du 
système (i), il en sera de même du point diamétralement opposé, 
qui correspond à des valeurs de a, (3, y changées de signe. Or on 
passe d’un de ces ])oints à l’autre en échangeant x etjKJ ces coor- 
données doivent donc satisfaire à la même équation différentielle. 


27, Los résultats analytiques du Chapitre précédent sont ainsi 
complètement expliqués. Nous ne poursuivrons pas maintenant 
l’étude complète du système de coordonnées x^ et nous nous 
contenterons d’indiquer comment on détermine le déplacement 
correspondant à une substitution linéaire effectuée simultanément 
sur les deux coordonnées. 

Reprenons les formules 


( 6 ) 


a ^ 


\nÆ 


P- 




ï = 


a? +7 

ri7— 7 ' 


qui donnent les coordonnées rectangulaires a, |3, y en fonction de 
x^y. Si l’on effectue sur x et sur 7 * la substitution définie par les 
formules 


(7) 


/na?i-4“ n __ my^-^ n 


et si l’on désigne par a,, p,, y» les coordonnées rectangulaires 
qui correspondent à yt, on trouvera, après un calcul qui 
D. - X. 3 
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ii’ofire aucune difficulté, 


1 ai = aa-H a'P + 
pi = 6a + 6'P 4-6 ''y» 

Yi= ca + c'P +c^Yi 

6, c, ... ayant les valeurs suivantes 

, 6 = , , r:- — „--> 

aB ')-B B 

; 2<7 — myj -h 7i^ ^ _ /7?7 -f- np 

g , b--i g ; r = IJ , 

OÙ 6 est le déterminant de la substitution 
B = — np. 

Il est aisé de reconnaître que ces neuf quantités sont les coeffi- 
cients d’une substitution orthogonale, de déterminant i, ce qui 
démontre une fois de plus le théorème établi plus haut (n^* 24). 

Si l’on remplace m, q par les expressions suivantes 

m = — P 4- IV, n =: — (JL 4- iX, 

<7=-p-iv, /?= (x4-lX, 

en posant, pour abréger, 

(ïo) B = X* 4 - v®4- P®, 

on trouve 

i Ba =p*-i-X2— |J.S — v2, B6 =:2((JLX4-pv), Hc “a(Xv— p|j.j, 

Ba' = 2 ( [jlX — vp ), B 6' = p*4- (JL* — X2 — V*, B c' — 2 ( [xv - 1 - Xp ), 

3®"= 2 (vX-i- (xp), B^/''= 2 (pj — Xp), Bc"™ pS4- v»— X®— |x* 

Ce sont, sous forme homogène, les expressions bien connues des 
neuf cosinus, dues à Euler et à Olinde Rodrigucs. 

28. Puisque les formules (7) définissent un déplacement réel ou 
imaginaire, c’est-à-dire une rotation finie, proposons-nous de dé- 
terminer Taxe et la grandeur de cette rotation. On oblicnl ces 
deux éléments de la manière suivante : 

Les points où l’axe de rotation vient rencontrer la sphère de- 
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mcurcnl imtnoloiles dans le mouvement. Ils doivent donc satisfaire 
aux relations 

Æ‘ = Æ?i, 


par conséquent x, y seront les racines de Féquation 
(ïîï) — m)œ — n-=o^ 

qui défini tics éléments doubles delà substitution linéaire. Soient 
J'' les deux racines, que nous supposerons différentes, de cette équa- 
tion . On voi l q ne le mouvement laissera invariables les quatre points 

( y y — r = y =/. 


Les deux premiers sont à distance finie et diamétralement op- 
posés : ce sont les points où l’axe de rotation coupe la sphère. Les 
deux autres satisfont à la relation x=y^ et, par conséquent, 
d’après les formules (6), ils sont sur le cercle de l’infini. De là ré- 
sulte celte définition d’un déplacement au point de vue projectif. 
C’est une transformation homographique de la sphère laissant in- 
variables quatre points dont deux sont à l’infini, et dont les deux 
autres sont diamétralement opposés. Ces quatre points forment les 
sommets d’un quadrilatère gauche, entièrement situé sur la sphère. 

Quant à la grandeur de la rotation, on la déterminera de la ma- 
nière suivante. Écrivons les équations (7) sous la forme canonique 


(M) 


> —y ' J-i —y ^ y —y yx —y ' 


Celte forme sc conservera évidemment si l’on effectue un dépla- 
cement d’ensemble, c’est-à-dire si l’on soumet toutes les variables 
,r, y, it?', ... à la même substitution linéaire. Supposons que ce 
déplacement ait été choisi de telle manière que le point = 
y vienne se j)laccr sur la partie positive de l’axe des z \ alors 
deviendra égal à 00 , y à o et les formules (i4) deviendront 

{\r>) :ri=A-;r, yi = lcy 

OU, en revenant aux coordonnées rectangulaires et appelant a, P, 
y; a<, Pi, yi les coordonnées rectilignes de deux positions corres- 
pondantes du même point 

ai -H t'Pi __ J. «1-— g'Pi _ ^ g — tp 

I-T ’ I + Ti ^ 

Ces formules conviennent évidemment à une rotation autour de 
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O;:, d’un angle 6 défini par l’équalion 
(i6) e^^ = k. 

On le reconnaît immédiatement en considérant les points du plan 
des XJ' pour lesquels on a 

Y = 7 i = O. 


Ainsi la grandeur de la rotation sera déterminée sans ambiguïté 
par la formule (i6). Quant à la valeur de A*, elle est donnée, comme 
on sait, par l’équation 


(^ 7 ) 


m — P y’ 
rïi—py 


ou, si l’on veut l’obtenir sans passer par les valeurs de x\ y, par 


l’équation 

(i«) 


A)s __ ( m -h <7 ^ 
k ~ mq — np 


29 . Le déplacement défini par les formules (7) n’est pas réel, en 
général; mais les différentes méthodes précédentes permettent 
d’indiquer à quelles conditions cc déplacement sera réel. En effet, 
nous avons vu que, si deux points réels ont pour coordonnées j' 

respectivement, les variables imaginaires .ri auront 
pour conjuguées — changeant donc i en — i dans la 

première équation (7) et désignant par nio, ^oiPoy 7o les quan- 
tités conjuguées de m, n, /?, q, on devra avoir 

___ 1 — — 

y ““ —Po-^çoyi ’ 

et cette relation, devant avoir lieu toutes les fois que x, y sont les 
coordonnées d’un point réel, devra nécessairement être identique 
à la seconde des formules (7). Gela donne les conditions 

p ^ ^ yo ““ ^0 __ ^^0 

/I ~ m q P ^ 

qui permettent d’écrire les formules (7) sous la forme 

(19) 

— /IqÛ/j H- /TlO — /l-ü “t" ^^^0 

Wo, désignant les imaginaires conjuguées de /w et de 

30 . Il est facile de reconnaître que, lorsque, suivant la méthode 
de Riemann, on représente une variable imaginaire par un point 
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de la sphère, la quantité que nous désignons par x est l’affixe du 
point (a, |3, y). 

En eflcl, la méthode de Riemann consiste à représenter d’abord 
la variable = j:'-]- iy par le point dans le plan des otKj 

comme l’ont fait Gauss et Cauchy; puis à faire la projection 
stéréograpliiquc do ce plan sur la sphère de rayon i qui a son 
centre à l’origine, en prenant pour pôle le point de cette sphère 
situé sur la partie positive de l’axe des x?. Si nous désignons par 
a, p, Y les coordonnées de cette projection stéréographique, un 
calcul élémentaire nous donne 


X = ^ = a?' ■ 

i-Y 


ly 


ce ([ui justifie notre remarque. 


31. Dans la théorie des fonctions et dans différentes recherches 
de Géométrie, il peut être avantageux de modifier légèrement le 
système de coordonnées x^y el de substituer à / la variable 


i 



On a alors pour a, p, y los expressions 


^,0) a=5_±fL, p=,-£!>zi£, 

I -H XXq ‘ I -h XXo * XXo -h l 

et l’équation (i) prend la forme 

/ V idxdxo 

(ai) 

Avec ce nouveau sj^stème, les coordonnées x, x^ de tout point 
réel sont imaginaires conjuguées; mais, d’autre part, un déplace- 
ment n’est plus représenté par la même substitution linéaire 
effectuée sur les deux variables ('). 


(*) Pour tout cc qui concerne les relations entre les déplacements et les sub- 
stitutions linéaires, on pourra consulter les importants Mémoires de M. F. Klein, 
insérés dans les tomes IX à XII des Mathemalische Annalen, où ces relations 
se trouvent approfondies et appliquées à la solution de plusieurs problèmes du 
plus haut intérêt. 
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CHAPITRE IV, 

APPLICATIONS DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 

Extension de la théorie de Poinsot. — Détermination des mouvements dans 
lesquels il y a deux relations, données à Pavance, entre les rotations. — Déter» 
mination des courbes gauches dont la courbure cl la torsion satisfont à une 
relation donnée. — Étude du cas où cette relation est linéaire. — Courbes h 
torsion constante. 


32. Avant de continuer l’exposilion delà théorie générale, nous 
allons faire quelques applications des propositions qui préccdenl. 
Reprenons le système 

, doL a O 


auquel satisfont les cosinus des angles que fait une droite fixe 
avec les axes mobiles. On sait que, lorsqu’un corps solide se meul 
autour d’un point fixe sans être soumis à l’action d’aucune force, 
le système précédent est vérifié si l’on substitue à a, p, y 

dérivées ^d’une fonction /(/?, ÿ, /•), homogène et du se- 

cond degré, qui représente la demi-force vive totale du corps. 

Cherchons tous les mouvements jouissant d’une propriété ana- 
logue, c’est-à-dire pour lesquels le système (i) admet la solution 


(aj 


1 

i)p‘ 



ï = 


Or 


Mais ici /(jo, q, r) ne sera plus assujettie à être homogène et 
du second degré. Comme a, p, y et les dérivées de /se transforment 
par la même substitution, quand on effectue un changement des 
axes mobiles, il est évident que la propriété précédente est indé- 
pendante du choix des axes. 

En écrivant que le système (i) est vérifié par les valeurs ( 2 ) de 
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a, (3, Y, nous aurons les équations 


( 3 ) 






ât \ àp J 

clt\dq) ^ dr dp^ 
±(^\_ 

cU \àr J " ^ dp ^ ùq ’ 


d’où l’on déduit 

Oiï a donc, en intégrant, 

, -N ')/■ , 


<*<|iiuLioa à laquelle il faut joindre la suivante 



<[ui exprime que a, p, ^ sont des cosinus directeurs. 

Ku j)orLant les valeurs de /?, q tirées de ces équations (4) et (5) 
<*n fonction de /* dans l’une des équations (3), on aura le temps 
j)ar une quadrature. Après avoir obtenu ainsi les expressions de 
/>, y, ;• en Ibnction du temps, on achèvera, au moyen d’une 
seule quadrature, l’intégration du système (i) dont on connaît déjà 
la solution particulière fournie par les équations ( 2 ). 

Jja solution est, on le voit, toute pareille à celle que Ton a 
donnée dans l’étude du mouvement d’un corps solide abandonné 
à lui-môme; mais l’analogie est plus complète encore, si l’on sup- 
pose que la fonction / soit homogène. Alors l’équation (4) se 
réduit à la suivante 

fiPj Çf = const., 

cl l’on peut représenter le mouvement en faisant rouler sur un 
plan fixe la surface invariablement liée aux axes mobiles dont 
l’équation, par rapport à ces axes, est 

-) = !• 

Si l’on suppose que / soit entière et du second degré, on retrouve 
ainsi la solution de Poinsot. 
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33. Comme deuxième application, proposons-nous de déter- 
miner les mouvements dans lesquels il y a deux relations données 
à l’avance 

( 6 ) ^(p,q,r)==o, 

entre les trois rotations. Nous allons donner d’abord une méthode 
géométrique indiquant le degré de difficulté de ce problème. 
Dans la représentation de Poinsot, le mouvement est obtenu si 
l’on fait rouler le cône (y), lieu de l’axe instantané de rotation 
dans le corps mobile, sur un cône fixe (C). Or les deux équations 
précédentes, déterminant le lieu décrit dans le corps par l’extré- 
mité de l’axe instantané, nous font connaître par cela meme le 
cône (y). Quant au cône (C), prenons-le arbitrairement, mais de 
telle manière que la section de ce cône, par la sphère de rayon i , 
soit la développée sphérique d’une courbe arbitraire tracée sur 
cette sphère, ce qui permet d’obtenir l’arc de cette section sans 
aucune quadrature; puis faisons rouler le cône (y) sur le cône (G). 
Les équations que nous aurons à écrire pour exprimer ce mouve- 
ment contiendront évidemment la quadrature qui donne l’arc d(*. 
la courbe d’intersection du cône (y) par la sphère de rayon i. Pour 
une position quelconque du cône (y), l’axe instantané sera la gé- 
nératrice de contact de ce cône avec le cône (C), et les rapjiorls 
de />, g, r seront connus. Les équations (6) nous feront donc 
connaître les grandeurs de ces rotations. En exprimant que le cône 
(y) roule à chaque instant avec la vitesse ainsi obtenue, on aura 
à effectuer une nouvelle quadrature qui déterminera le temps. 

Ainsi le calcul peut être dirigé de telle manière que l’on n’ait à 
effectuer que deux quadratures. On arrive à des résultats équiva- 
lents parla méthode analytique suivante. 

34. Supposons trois des neuf cosinus, 6, c par exemple, 
exprimés en fonction des deux variables ^ et jk par les formules 
(6) [p. 33]. Si a, 6, c sont réels, x et j seront des imaginaires de 
la forme 

x = y = — ^ 

' /i — Kl 

En exprimant que ces deux quantités vérifient l’équation de 
IViccati (il) [p. i3], on a deux relations; elles sont identiques à 
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colles cjuc 1 on obtient en substituant seulement la valeur de x 
cl égalant les parties réelles et les parties imaginaires 

rk+li^i + h^-k^)-phk, 

dk _ , , n 

— = — vh 4 - qhk — ^ (1 + /:2 _ /i2). 

ililiminons /?, <7, r entre les équations (6) et (7), nous serons 
ainsi conduits à une équation de la forme 



F 



ri h dk\ 


Et, si l’on prend pour par exemple, une fonction arbitraire 
do A, cette é([uation fera connaître le temps ^ par une quadrature. 
Nous connaissons trois des neuf cosinus, a, 6, c. Une dernière 
quadrature nous fera connaître les six autres. Les résultats ainsi 
obtenus coïncident, on le voit, avec ceux que nous a fournis la 
méthode géométrique. 


35 , Nous avons vu que, si l’on considère une courbe gauche 
quelcon((uc et si l’on étudie le mouvement du trièdre formé par la 
tangente, la normale principale et la binormale en un point, on 
aura, en supposant que l’origine de ce trièdre décrit Tunité d’arc 
dans l’unité de temps, 



P et T désignant les rayons de courbure et de torsion. Proposons- 
nous do déterminer toutes les courbes pour lesquelles il y a une 
relation donnée à l’avance entre la courbure et la torsion 



O. 


Cela reviendra à déterminer le mouvement d’un trièdre dans 
lequel on a, entre les rotations, les deux relations 

(8) <7 = 0, r) = o. 

En appliquant la méthode générale donnée plus haut, on aura 
les expressions des neuf cosinus qui déterminent la position du 
trièdre mobile, en fonction de l’arc de la courbe qui, ici, est égal 
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au temps ; puis, on déterminera les coordonnées rectangulaires 
du point de la courbe, sommet du trièdre, parles formules 


qui donneront 


^ = a', = a 

as as 


of = fads, y = fci' ds, -3 = / à'ds, 

36. La méthode que nous venons d’indiquer, et qui est générale, 
est susceptible de simplifications dans certains cas particuliers. 

Supposons, par exemple, que l’on demande les courbes dont la 
torsion est constante. Les formules de M. Serret 

de __ b dd __ V de Jf 

ds Z ^ ds ^ ds ^ Z 

nous donnent b', ¥ en fonction des dérivées de c. Si l’on porte 
ces valeurs dans les relations entre les neuf cosinus 


c" - c' h\ a’ = ô" c - bc\ a == bd - ch’ , 


on trouve 


/ ^ dd , 

'S' "SFy 

, / de” ,dc\ 

„ / , €lc de'\ 


On aura, par suite, pour les coordonnées rectangulaires d’un 
point de la courbe, les formules 

.77 = fads=::z f{ddd — d dd), 
y = fa’ds^z /(c de*" e"* de), 

Z = fd’ds = T f{d c?c — c dd), 

C, c', c" étant trois fonctions d’une seule variable assujetties à 
l’unique condition 

c* -4- c'* H- c"* = t . 

Si, par exemple, on pose 


A "" /c l 
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•Idk — kdl 

hdl-ldh 
h*-+-k* + l*’ 
k d/l — /idk 


Çldk — k 

1 ^ ~ J 

I _ rjidl-l 


Ces formules coïncident, aux notations près, avec celles que 
M. J. -A. Serrel a données dans la 5® édition de V Application de 
V Analyse à la Géométrie de Monge j p. 566. 

37, Une méthode analogue s’applique à la détermination des 
•<î 0 url)cs dont le raj^ou de première courbure est constant. Repre- 
nons, en effet, les formules 


O» cii déduit 


et, par conséquent, 


da ^ b 
ds ~ P 


? 


dx^ ap ■+■ dcù^ M- dcC^. 

On aura donc, pour les trois coordonnées d’un point de la 
'COurbe cherchée, 

I jp — p/ a fZer, 
j=r= pfa! drs, 

Z - pSeÜ 

rZ(j désignant la différentielle de l’arc de la courbe sphérique 
•décrite ])ar le point (a, Le centre de courbure aura pour 

•coordonnées les valeurs suivantes 

I .i?! “ J- H- é P == P ^ -h p/ « 

1 , étd . J y 

- 7 + ^ P = P 

dd! 

-H }f p rr: p p ^ d<5^ 


•et il est aisé de vérifier, conformément aux résultats du n® 10, 
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que le lieu de ce point est aussi une courbe dont la première cour- 
bure est constante et égale à celle de la première. 

38. Enfin, si Ton cherche les courbes jouissant de la propriété 
signalée par M. Bertrand (n° 8), et dont les deux courbures sont 
liées par Téquation 


( 12 ) 

on posera 


m n 
h - = I, 

P 


ma + TIC = a -h 
ma! -H nd = a' / m^ -h /i^, 
ma” -H ne” = d! / m^ -h , 


a, a', a" étant trois fonctions évidemment assujetties à la relation 

a3 -h H- a"* = ï . 

Les formules de Serret 

da ^ b de ^ b 
ds "" T 

nous donneront, en tenant compte de la relation (ra), 

(i4) nS ^ sJ ^ h\ \J m^ b” , 


y»- . y»- . y... -, 

Puis on aura 

[ na — me=^ n(b'e ” — db”) — m{a*b”— b' a”) 


(i5) 

et de même 


ds 

* 

d%” 


* ds 

ds, 

, ddL 

dd 

“ Ws 

* ds 


Les relations (i3) et (i5) nous permettent de déterminer a, a\ 
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c, d\ cl nous donnent 


(iG) 



m 


a 4 - /i| 


rdx^\ 

v/m*4- 

15 



m 



f rfa' 

irdx\ 



a' -h /ij 

a -y- 
^ ds 


m. 

//«s -H 

7î» 

a^4-7i( 

f , dx 
\ ds 

dx'\ 


Des formules (i4), nous déduisons d’ailleurs 

= (' H- n* ) ( -4- -h ). 

On aura donc les coordonnées recian^laires d’un point de la 
<î()url)o par l’cinploî des équations 

./• fa dSj y = fa' ds, js = fa" ds, 

ec qui conduit au résullat définitif 


I dv -s / r/a» -I ■ d%‘^ -h dot."- j 

itj r% mf oc d(t -H nf{a!'da' — a' doi!'), 
y =s7)if(x!d(î-^nf(a da^ — a" dx)^ 

JS rs mf 4- nf{x! d% — a dx’). 

Suivant que l’on fera m ou n égal à zéro, on retrouvera les for- 
mules (()) ou (ïo); a, a\ a" sont d’ailleurs, nous Favons vu, trois 
fonctions d’une seule variable assujetties à l’unique relation 

(I«) a5 4-a'*4-a"* = l. 

Los formules précédentes s’établiraient aussi très aisément par 
l’emploi de la Géométrie. 


39. Des trois systèmes (9), (10), (17), le plus simple est le 
système (9), qui détermine les courbes dont la torsion est con- 
stante. Nous allons les appliquer à la recherche de la courbe à 
lorsion constante, dont l’indicatrice sphérique est une conique 
sphérique. On reconnaîtra aisément que, si par le centre de la 
sphère de rayon i on mène une parallèle à la binormale, cette 
parallèle coupera la sphère en un point dont les coordonnées 
seront e, c', e", et qui décrira une ellipse sphérique supplémen- 
taire de l’indicatrice sphérique. 
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En clioîsîssant convenablement les axes, on pourra donc obtenir 
pour A, A*, l les expressions très simples 


h 



a(a — p) 

(a — à) (a — c)' 


/c 


\ 


/ 6(6 — p) 

^ (b — a){^b — c)’ 


l 



c( c — p ) _ 


<jui conviennent à la courbe située sur le cône 



el, on portant ces valeurs de A, k, l dans les formules (9), on aura 
le système 




p)(c — p; 
do 


• = li / /*__ ^P_ 

‘i\ {a ^ ù){c — a) J _ 

2 4 / /* 

■■ aV {b^c){a — b)j /(«“ p)(c — P)’ 

- = I4 / 

si\/ ^a--c)(c^h)J /(rt --p)(/^-.p)’ 


qui définit la courbe cherchée. 

On ne connaîl, croyons-nous, aucune courbe algébrîqiuî et 
réelle dont la torsion soit constante. Il sorail intéressant d’exa- 
miner si toutes les courbes à torsion constanlo sont nécessaire- 
ment transcendantes ou bien, s’il y en a d’algébriques, do déter- 
miner les plus simples. 



LIVnE I. — CIUP. V. — DÉPUCEMENTS A DEÜX VABUBLES INDÉPENDANTES. 47 


CHAPITRE V. 

T)KS Dt^rLAClüMKNTS A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. 

Kolations diiïtSrenLicllcs entre les deux syslcmes de rotations. Détermination du 
mouvcincnL quand ces rotations sont connues. Application au cas où elles sont 
fonctions d’une seule variable. 


• 40 . Dans les Chapitres précédents, nous avons vu comment ou 
rattaolui la théoriii des courbes gauches à l’étude du mouvement 
d’un triùdnï. D’autres recherches de Géométrie et, en particulier, 
cclh^s qui se rapportent à la théorie des surfaces exigent que l’on 
considère d(*.s systônuîs mobiles dont les différentes positions dé- 
pendent d(î d<ïux paramclres distincts. Nous allons entreprendre 
l’étude d(ï lois systèmes; <ît, pour étudier d’abord les propriétés des 
rotations, nous eouiniencerons par supposer que le système mobile 
a un |)oint (ixcï (jui sera, comme précédeiuincni, l’origine à la fois 
<les axiîs fixes et dos axes mobiles. 

Alors \cs mnif cosinus <[ui déterminent la position des axes mo- 
biles sont des fonctions de deux variables indépendantes, u et <». A 
partir <I(î (ïhacune de scs positions, le système mobile peut prendre 
une infinité do mouvements, qui correspondent aux diflerentes rela- 
tions que l’on peut établir entre u et ç. Nous introduirons ici deux 
systèmes différents d<î rolations. Les unes, que nous désignerons 
par /), <7, stî rapportent au déplacement dans lequel u varie seule. 
Klles donnent naissanciî au système 


(O 


Ou 




d± 

i)u 




tL 

ùu 




qui devra admettre comme solutions particulières les trois cosinus 
do chaque groupe. Les autres, que nous désignerons par 7?^, <7^, /•,, 
seront relatives au cas où varie seule. Elles donnent également 
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naissance au sj^stème 

. doL a a 

(a) 5;=“îi-Pi’i. 

tout semblable au premier. Il résulte immédiatement de là que, si 
l’on considère un déplacement du système dans lequel u et v sont 
des fonctions données de on aura 

§ = S = yp-.R, § = .Q-PP, 


P, Q, R ayant les valeurs 


_ du dif ^ du dv 


^dt’ 


dt 


TV du dv 


et, par conséquent, ces trois quantités P, Q, R seront les rotations 
relatives au mouvement considéré. Les projections sur les axes 
mobiles du chemin ou de l’arc infiniment petit décrit, dans c<‘ 
mouvement, par un point dont les coordonnées relatives a ces axes 
seraient s, auront pour valeurs 

I dx -h (q du qidf>)3 — (f*du 
dy-h (rdu -h ridç)x — (pdu H- pidv)z, 
dz -H (j>du-^ pidv)y — {qdu -h qids?')x. 

Nous allons d’abord établir certaines équations aux dérivé(‘s 
partielles auxquelles satisfont les six rotations. 

Égalons les deux valeurs de que l’on peut obtenir eu dilTé- 

rentiant les deux premières équations des systèmes (i) et (2). Nous 
aurons, après avoir remplacé les dérivées de P, y par leurs valeurs 
tirées de ces deux systèmes, 

(^ - ï - 

Comme cette relation doit avoir lieu quand on remplace p, y, 
soit par ô, c, soit par c', soit par V\ é, il faudra que les coeffi- 
cients de P et dey soient nuis séparément. Nous aurons ainsi deux 

équations. En égalant de même les deux valeurs de dé- 

^ ” duOv dudif 

duites des systèmes (i) et (2), on obtiendra une seule équation 
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n()u\(îll(î Cl Ton sera conduii au syslèmc 

/ i)p f)p^ 


1 lUi 




\ ,h ■ 

()u 

■= rpi - 

'Pru 

,)/• 

(h'i 



' 'dii' 

“ ài( " 

-= PQi- 



<|ui joiii^ un rol<^ lotulaincnlal dans la ihéoric (^). 

-41 . IlécipnxuKunenl. loules les fois (jiie Ton connaîtra six quan- 
lilrs />, </, /*, />,, r/,, ri, salisfiiisanL aux équations (5), il existera 
un inouviuiuïnt dans Iccinol ces six quantités seront les rotations. 
Pour étahlir résullal, il suffit évidemment de montrer que l’on 
|)(ïut ohUîiiir d(îs vahîurs des neuf cosinus satisfaisant à la fois aux 
sysLéim^s (i) et (a). La démonstration de celte proposition essen- 
li<dl(î pourrait S(ï <léduire des théorèmes généraux relatifs aux 
(upialions aux- dérivées |)arliolIes; mais on peut aussi l’obtenir 
(linteUmuuit (ht la manic'tnt suivante. 

Je dis (l’al)or(l (pi’en supposant les équations (5) satisfaites, on 
pourra (htduire <l(i tout système de valeurs (a, p, y) satisfaisant aux 
('‘([ualîons (i), mais non aux é([ualions (a), une solution nouvelle 
des (hpialioiis (r). 

Posons (tn (îllet 

4 O 

l> •• = — "(Pi 

Nmis allons monircr que los quanlilés A, B, G, qui uc sont pas 
loulos nullos par li^-pollicsc, vrriüculles équations (i). 

( ' ) (’os (‘iiuaiioiiH «ut été ubicnuos {Annales de l’École Normale, l. IV, i” s6rie, 
p. io8) par M, Ooiubesrurc qui a eiiipluyé le premier des considérations cinéma- 
(i([urs dans la déiiioaslralion des fonnulcs i-clatives à la théorie des surfaces ci 
aux syslrincs orlhofçonaux. Nous les avons données de notre côté, avant la i)u- 
hlicatiou du Mémoire de M. Combcscnrc, dans le Cours que nous avons fait 
cil i8()()-(i7 comme suppléant de M. J. Bertrand, au Collège de hi’uncc. 

D. - 1. 
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On a en effet 


dV 

f)sa 

. 

fh' 

c 


Ou 

Ou de ^ ’ 

Ou 

■ Ou 

‘ Ou 


0 



<>! 

O 

‘ Ou 


ou, en rcmiilaçant — par leurs \aleiirs cL Lenanl coinple des 
(•(jualions (j), 


Kî) 


7)a 


B;-- <îr/. 


On aura de luéine, en effecluunL des ))erinuLaûon.s, 


(ff) 


j i“ • >-.r - 


et, par conséquent, A, B, C donnent bien iiruî solution nou\ell<‘ 
du système (i). Le système (6), étant, du pnunier dcffré |)ar rapport 
aux dérivées des fonctions A, B, C, adituU., évidemment, une s(nd(! 
solution pour laquelle les valeurs initiales de ces fonctions, cornss- 
pondantes à une 'valeur donnée i/q de sont ties (iiiaulilés Ao, 
Bo, Go données à l’avance (^). Et il est encore évident ([uc, si C(‘s 
Naleurs luiliales sont nulles, la solution unique qui leur corn'spond 
est celle qui est déterminée parles équations 

A r.-- B r:= C O. 

iNous pouvons donc énoncer la proposition suivante : Si l’on 
r.oniiatt une solution du système (i) qui, portée dans les équa- 
tions (a), satisfasse ù ces équations quand on donne à u une 
râleur particulière Uq^ elle y satisfera égalenxetu pour toute 
râleur de u. 


(') La proposilion que nous admcLlrons ici, cL (tans Ich rltnelopiximcnls (|ui von(. 
suivre, à savoir que, lorstiu’un .système dVquations (iilïèrenlicll(^s (tu pr(M)n(‘r 
ordre est résolu par rapport aux dérivées dt^s fonctions inconnues, il admet une 
seule solution pour laquelle les valeurs initiales des. fonctions incoimiuîs .soiil 
données, est duc, comme on sait, à Cauchy qui l’a démontrée dans toute .sa {*éii(‘- 
ralilé. Kilo admet, à la vérité, des exceptions, correspondantes aux cas où hs 
dérivées des fonctions inconnues se prébcntcnl, en totalité ou en partie, sous mw» 
forim^ indéterminée ou infinie. Mais nous n'avons pas, évidemnieuL, ù nous 
préo('cupcr de ces cas (rexceptioii dans les questions qui nous occupeuL 
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i2. (a\ point (‘tanl établi, supposons qu’il s’agisse de trouver les 
solutions l(*s plus générales connmmcs à la fois aux équations (i) 
ci (•>.). Nous allons \oir ([u’il existe une infinité de valeurs de a, ,3, 
Y salislaisaiit à ces é([uatlons, et que chaque système de solutions 
coiuinunos est eoinplèleinonl déterminé si l’on donne les valeurs ao, 
[io, Yo T correspondent aux valeurs initiales Uq, Cq de 

ff <I(‘ r. 

Sui»posons CW ellet <[ue l’on remplace u jnir Uq dans a, [3, y- Les 
solutions c‘.Iun’<dié(‘s se réduiront à <les fonctions de r, a', |3', y^- Oi' 
<;(‘s IbiKîliorts de (’ sont pleinement délerniinées par la condition 
d(‘ satisfaire au\ é(piations (i>.) où l’on a remplacé it par cl 
d’admettre pour e=:eo les valeurs initiales a^, [Bq, Yo- D’autre 
part, a, [3, y <lcs (bnetions de a qui doivent satisfaire aux 
équations (i) cX s(î réduire à a', f3', y^ peur u=:Hq, Elles sont 
(loin*., <‘ll<ïs aussi, coiU])l(îLeinent déUu'ininées par celle double 
(‘ondition, (‘t il nous suffira de montrer que ces fonctions a, ,3, y 
satisfont égîd(îin(îrit au système ( 2 ). . 

( )r <ï<ï lait est à peu près évident; car, si l’on remplace u par 
a, [3, Y réduisent alors a a', y' et satisfont, pour celte valeur 
parti(udier(ï (l(^ (f, aux é(piaLions ( 2 ); par conséquent, elles y satis- 
feront pour toutes les valeurs de u, d’après la proposition que 
nous vouons (1 <î démontrer. 

W. il y a don(‘. une infinité de systèmes diflcrenls de solutions 
«‘.ommuncs (a la solution la plus générale dépend, on le voit, de 
tn)is constantes arbitraires. D’autre part, si a, |3, y; Pu Ti dé- 
signent systèmes diirércuLs de solutions, les fonctions 

a'-î a«i>hPpiH-7Yi, 

<l(un(îurerout constantes pour toutes les valeurs de k et de e; la 
démonstration so fait ici comme dans le cas d’une seule variable. 
Par suite, si nous ])renoiis trois systèmes différents de solutions 
/>, r; //, c'; <c\ b\ dont les valeurs initiales soient les 
noufeosinus qui détcrmincnl la position d'un trièdre trirectangle 
(l’o) pur rapport aux axes fixes, on aura, pour toutes les valeurs 
i\c (( <a de r, des relations telles que les suivantes 

ff‘2 {. f,i : ri - I, 


/ta' -'r /-»//— cc'= O, 
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et nos trois systèmes de solutions définiront, pour toutes les va- 
leurs de U et de r, la position d’un trièdre mobile, trièdrc pour 
lequel les rotations seront précisément les quantités données p, 
q-i <7i, /’i. 

Ici encore, comme dans le cas d’une seule variable, toutes les 
solutions que l’on peut obtenir se déduisent de l’une d’elles par 
un simple changement de coordonnées. On a toujours le môme 
déplacement, mais il est rapporté à des axes différents. 


44- Comme application, proposons-nous de rechercher les mou- 
vements dans lesquels les six rotations dépendent de la seule va- 
riable Alors les équations (5) deviennent 


( 7 ) 


On déduit de là 


dp 

T, 

dq 

ùr 




,)r 




el par conséquent, h étant une constante, 


7-2— 42. 


On voit déjà que les systèmes (i) et (a) admettent la solu- 
tion 



Nous pourrons prendre cette solution pour représenter U\ 
c", et, en nous servant des formules d’Euler, nous aurons 

— sinO siaœ = ^3 — sinÔ costp = cosO=:^, 


ce qui montre déjà que 6 et o sont des fonctions de la seule va- 
riable 

Si nous nous reportons aux formules ( 7 ) [p. 5] qui donnent 
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les roLalions, nous avons ici 


. A 

sinO^^ = P sin<p + q coso, 
sinO = jDi smcp -h qi coso 


Cl par conséquent 


ce qui donne 



/>/>!+ ggl J 

dv ~ /iS_rS 


tj; = — Am -f. V, 


V désignant une fonction de P. Réciproquement les formules (6) 
[p. 5] nous montrent que, si 8, <p ne contiennent pas m et si i 
ne le contient que linéairement, les six rotations seront bien des 
fonctions de la seule variable r. 


45. Dans l’exemple précédent, les six rotations sont fonctions 
de l’imc des variables indépendantes. Proposons-nous, d’une 
manière plus générale, de rechercher tous les cas dans lesquels 
elles sont fonctions d’une quelconque d’entre elles; alors p, ÿ, r ; 

( 74 ? pourront être regardées comme des fonctions d'une 
certaine variable 9, qui dépendra d'une manière quelconque des 
variables u et r. 

Si nous désignons par p', • • • les dérivées de p, gr, * , , par 

rapport à 0, les équations (o) nous donneront 

I ,d^ , ()0 

, <)0 

, ()0 , dO 


Si, de deux quelconques de ces équations, on pouvait tirer les 


valeurs de 


Ou’ Oif 


ces valeurs seraient de la forme 


Ou 


-/(Q), 


Oif 


= ?(®)7 


et ces deux équations conduiraient pour 6 à une expression de la 
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0 “F(r/z/ ■ hv), 

a et b étant deux constantes. En siibsli tuant aux variables u cl e 
les suivantes 

(tu ln\ — bu. 

on serait ramené au cas précédent. 

Il nous reste donc à examiner seulement le cas où les é([uaLion.s 

{o) ne peuvent être résolues par rapport a > el ou Ion a, 

par conséquent, 

(c, , ^ _ _yl_ - 

p\ q\ r\' qri—nji rpi—^pr^ jup t/p^ 

On déduit d’abord de ces relations 

p’ P q'q /•'/• — O, 

et, en intégranl, 

pi -I- y 2 7*3 r-- consi ., 

P\ - q\'^- ■- eonsi. 

En multipliant les variables ii et r par des conslaulcs con\cna- 
blement choisies, on pourra écrin» 

pi -1- ^2 7.2 — 1, 

=^1, 

el, par conséquent, les extrémités (/), cp r), (/?i, y,, /-i) des deux 
axes de rotation décrivent par rapport aux axes mobiles deux 
courbes (G), (C^) situées sur la sphère d(‘. rayon i. 

Il résulte des premières équations (9) que ces deux courlx'h 
ont pour chaque valeur de 0 leurs tangentes parallèles. Ce sont 
donc deux courbes parallèles l’une àTautre; et si l’on sup[)Ose, 
ce qui est évidemment permis, que l’on ait pris pour 0 l’arc de 
la courbe (G) compté à partir d’une origine fixe, ou pouiTa pos(M‘ 

[pi^ P cos A -!- sm/i(y7*' rq' ), 

(lo) / grj = ^ cosA sinA(77/ — 

( ri =: 7* cos A smh{pq’ qp' P 

h étant un angle constant. 
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46 . On peut déduire de ces résultats une représentation géomé- 
trique du mouvement. Considérons la courbe décrite dans l’espace 
par l’extrémité de l’un des axes instantanés : par exemple, par le 

point (/?, /'). Si l’on désigne par a, c, a\ les neuf cosinus 

qui déterminent la position du système mobile et par X, Y, Z les 
coordonnées de ce point relativement aux axes fixes, on aura 

X -- tip bq — C7*, 

Y T - a* J) - - b' q ~ c' 

Z — a” P - b"q -J- c" f\ 

l^illerentions totalement la première de ces équations cl rem- 
plaçons dn^ db^ de par leurs Naleurs déduites des formules ( j), 
(*>-). Kii su]>stiluant ensuite à /?|, <71, leurs valeurs tirées dos 
é(junti()ns (ïo), nous oblicmtlrons 

- (<7/3'-:- bq* -7- r sin/i). 

Cctt<^ formule nous montre que X, V, Z dépendent d’une même 
\ariable, 0 4- i* sin//. Par conséquent le pôle (X, Y, Z ) décrira 
dans l’es[)ace une courbe (F) tracée sur la sphère de rayon 1 et 
<jui sera toujours en contact avec la courbe (C). Nous sommes 
ainsi conduit au résultat sui\ant : 

Considérons sur la splièrc de rayon i deux courbes (C ) et (F ). 
Si nous déplaçons la co\irbc(C) en l’assujettissant à rester tangente 
î'i la courbe (F), une courbe (C') parallèle à (C) et entraînée dans 
son moiivc'.mont demeurera toujours tangente à une courbe fixe (F' ) 
parallèle a (F). Le déplacement des deux courbes (C ) et (C' ) est 
précisément celui <[ue nous nous proposions de définir. Quand u 
varie seule, la courbe (C) roule avec une vitesse conslanlo sur (F); 
(M de même, ejuand c varie seule, (C') roule sur (F'), a^oc une 
vil esse qui est aussi consLanlc. 
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CHAPITRE YI. 

INTÉGRATION SIMULTANÉE DES SYSTÈMES LINÉAIRES RENCONTRÉS 
DANS LA THÉORIE PRÉCÉDENTE. 

Réduction du problème à rinlégratîoQ simultanée de deux équations de Riccati. 
— Propositions diverses relatives à ces deux éiiuations. — Autre méthode diî 
solution reposant sur la détermination de a, a', o!\ 


Al. Après avoir reconnu l’existence des solutions communes 
aux systèmes (i) et (2), nous allons indiquer comment on les 
iléterminera. Comme on ne doit considérer, dans la question qui 
nous occupe, que les solutions pour lesquelles on a 

(I) 

on pourra exprimer a, p, y en fonction des variables par les 
formules (9) [p. 22], et, d'après les résultats obtenus au n“ 15, 
les variables ru, y devront, l’une et l’autre, satisfaire aux doux 
équations 

2 2 ’ 

2*2 ' * 

qui sont évidemment compatibles, comme les systèmes d’où on les 
a déduites. 


(a) 


dj 

du 

dv 


= — ircr -+- 


-p = — iricr-+- 


48. Nous sommes ainsi amenés à ce problème d’Analysc : étu- 
dier l’intégration simultanée de deux équations de la forme 


(3) 


I d<T 

\ Ou 

) ^ 

( dv 


= a -h2ÔCT H- CffS, 
= ai H- 2 cr -4- Cl :r 2 , 


où <7, c; c/ij Cl sont des fonctions données de u et de ç> 
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En égalanL les deux valeurs de — ■ qu’on peut déduire de ces 

(•quations, on sera conduit à la relation 


2(CCTH- 6)(ai-f- 26 i(J-+- Ciï2) — 2(Ciîr-hÔl)(fl&4-îiZ?ffH-C72) 

fhi \ôv du/ du J 


O, 


qui est du second degré par rapport à cr. 

Si celte relation n’a pas lieu identiquement, les deux équa- 
tions (3) ne pourront admettre au plus que deux solutions com- 
munes. Donc, si l’on demande que le système (3) ait une solution 
contenant une constante arbitraire, il faudra que les coefficients 
(les difiérentes puissances de a- dans l’équation précédente soient 
nuis, cc qui donne 


(\) 


ôa ()ai - , 

; h aoaj — = O, 

ôff Ou ^ ’ 


db ()hi 

"ôQ Ou 

ÔC ÔCi 

0s> Ou 


— - -h cui — aci = O, 


1 / 1 / uut . , 

; h 2CÙi — 2bCi = O. 


(jes relations, appliquées aux équations (a), reproduisent les 
forinule.s (5) du Chapitre précédent; par conséquent nous pour- 
rons les supposer vérifiées dans la suite de notre discussion. 

49. Nous allons montrer réciproquement que, lorsque les coef- 
(icients <7, &, c; satisfont aux conditions (4), les équa- 

tions proposées (3) admettent une solution commune contenant 
une constante arbitraire. Pour cela, désignons par cr une solation 
quelconque de la première de ces équations, et posons 

(5) ^ ~ ^ —éïl — 2^1(7 — Ci ffS. 

On a, d’ailleurs, 

()cr , , 

a — a6cr--ccrS=o. 

Ou 

DilTércnlions l’équation précédente par rapport à p, l’équa- 
tion (5) par rapport à u, et retranchons les deux relations ainsi 
obtenues. Nous aurons, en tenant compte des identités (4), aussi 
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bien que des deux équations précédentes, 

( {) I r- 2( Cî - Ü )0. 

Ou 

ce qui donne, par l’intégration, 

2 I [c(j+h)dti 

( 7 ) 0 ~ Ou e 

Oo désignant la valeur de 6 pour i/— Wo- Si donc 0 est nulle pour 
U z= i/o, elle le sera pour toutes les valeurs de //. 

Ce point étant établi, faisons //= i/o dans la seconde des équa- 
tions (3 ), et déterminons la fonction a-' de e qui satisfait î'i (‘,elt<‘ 
équation et se réduit à g-q pour e = Co. On aura donc 

— r-z ai-^'lby'S Cl? 2 

pour U //o* 

(considérons ensuite la promiérc des équations (ii ), et déterini- 
nons la fonction g- qui satisfait à cette équation (‘t S(‘ réduit à g*' 
pour // = //o- D’après ce que nous venons de déinontnu', e.(*tl(‘ 
fonction g- satisfera aux deux équations; car la valeur de la fonc- 
tion que nous avons désignée par 0, l'clative à la solution ainsi 
déterminée, est nulle pour u= et, par conséquent, elle restera 
nulle pour toutes les valeurs de u. La fonction g* qui satisfait auv 
deux équations contient, d’ailleui's, la constant!* arbitraire o-o. 

Toutes les opérations que nous venons d’indiquer sont possibb's 
et n’exigent aucune quadrature quand on sait intégrer séparénicnl 
chacune des équations (3 ). Ainsi l’on saura déterminer, sans inté- 
gration, la solution commune aux deux équations quand on aura 
obtenu l’intégrale de cliacune d’elles. 

oO. Nous allons maintenant démontrei: qu(d(|ucs propositions 
qui rendent plus facile l’intégi'aliou simultanée des équations (»3). 

Supposons d’abord que l’on connaisse une solution commuiu* 
de ces deux équations g- =. .r. En posant 


G .r - 


I 

" ? 
CiJ 
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on sei'a ramené à deux équations linéaires de la forme 


'>J 



Q. 


tkù 


" (ij 


Qi. 


<*L la valeur générale de to s’obtiendra par la foruud(‘ 

qui ne contient, comme on s’en assure aisément, que des dille- 
renticlles exactes. 

11 est inutile do s’arrêter au cas où l’on aurait deux ou iroi^^ 
solutions cominuiKîs; la méthode que nous avons suivie au n“ 17 
s’appliquc.ra sans modification; mais il convient d’examiner l’inpo- 
thùsc où l’on aurait pour l’une des équations une solution parti- 
culière nr satisfaisant pas à Vautre. Aux résultats déjà établis, 
on peut alors ajouter le suivant : On peut déterminer, sans au- 
cune quadrature, V intégrale générale de celle des éciuations 
dont on con/iatt une solution particulière. 

Soit, par cxemjilo, x une valeur de o* satisfaisant à la première 
<‘(|uation (‘t non à la seconde. Posons 

I 

<7 ~ X 

w 

Si nous portons cette valeur de cr dans la première équation (3). 
elle deviendra 

— -- - 2f h - C,/’ )w ■ c. 

Ou 

Inlrocluisoiis la fonclion 0, défiaic par l'équation (3) où l’on 
remplace a par j;, et (jui, d’après la formule (6), vérifie l’équalion 

; r- c.r)0. 

Ou ^ 

L’équalion à laquelle satisfait u pourra être mise sous la forme 
suivante : 





6o 


LIVRE I. — CHAP. VI. 


Or, un calcul facile conduit à l’identité 
cO=-(c^ + i)-^(c, ^ + 60= 57, 

En substituant la valeur de c9 dans l’équation (g), nous trou- 


vons 


du 


et, en intégrant, 
(lo) w< 




0 1 c)logO ^ 

=Cj«P-4-Ôl — Î h G, 

C7 X l (h 


C désignant la constante arbitraire qui peut être une fonction 
de ç». La formule qui fait connaître l’intégrale générale de la pre- 
mière équation ne contient, comme nous Pavons annoncé, aucun 
signe de quadrature. 

La proposition établie en dernier lieu, jointe à celles qui pré- 
cèdent, nous permet de conclure que, si l’on connaît pour cliaciincï 
des deux équations (3) une solution particulière ne satisfaisant 
pas à l’autre, il sera possible d’obtenir sans aucune quadrature 
les solutions générales de ces deux équations, et par consérinent 
aussi leurs solutions communes. 


SI. Nous montrerons, en terminant, comment on peut, en 
s’appuyant sur ce dernier résultat, former différentes équations 
différentielles dont l’intégration entraînerait celle du système (3) 
sans quadrature. 

Ajoutons les équations (3), après les avoir multipliées par rfw 
et dç respectivement. Nous aurons 

— {a du - 1 - û5i ds?) — %{b du bi ^/r)ar — {edu-^ Ci — o. 

Envisageons maintenant les deux équations différentielles que 
nous formerons en remplaçant o* successivement par deux fonc- 
tions 0 - 1 , a-o choisies comme on le voudra 


(n) 


d^i—adu — ai d^-^iibdu-^ bidv)ai — {edu-h Cidv)<s^i = o, 
d^^-~adu — ai ds,^ — du bid^^^^-t^cdu-^ Cidç^^\ = o. 


Supposons que l’on sache intégrer chacune de ces deux équa- 
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lions différentielles. Je dis que l’on saura alors intégrer, sans au- 
cune quadrature, le système ( 3 ). 

Soit, en effet, 

= a 

l’intégrale de la première équation (ii) et 

(‘.elle de la seconde équation. Faisons un changement de variables, 
(îL substituons a, ^ à u et ç. On aura, d’après la définition même 
de a et de (î, 


(la) 


/ r)cpi ùii <)v f . tUt 7 r)p \ / ()u /)p \ 

iki t)v / J <)u 7 à 9 \ f du <)q\ _ 


r)cr^ 

ù-x 


Quant axi système ( 3 ), il prendra la forme 


03 ) 


f J du , à[>\ f Ùtl r)v\ , 

| <)ff du d(i / _ f)u, , 0i>\ ( du di? \ , 

Jï H* JS ^ 


ÙQ 

dp 


du 


dp 


IjCS é([uations (la) expriment que <T|, 0-2 sont respectivement 
solutions particulières de la première et de la seconde équa- 
tion (i 3 ); par conséquent, d’après ce que nous avons démontré, 
on pourra intégrer complètement le système .(i 3 ), équivalent au 
système ( 3 ). 

Pour faire une application de cette dernière proposition, reve- 
nons au système proposé des équations (2) et prenons 


<12 = — i; 


les deux équations (u) deviendront ici 

q du ' qx dç -H du ri dv) = o, 
q du -+- ( 7 i — i{r du n dv) = o. 

Ainsi l’intégration de ces deux équations entraînerait celle du 
système (2). JNoiis allons expliquer ce résultat en faisant connaître 
un moyen nouveau, et tout à fait différent de celui que nous ve- 
nons d’éUidicr, pour aborder l’intégration du système des équa- 
tions (1) et (2) du Chapitre précédent. 
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Ga 

52 . Désignons toujours par a, ... les neuf cosinus sa- 

tisfaisant à ces équations (i) et (2). On aura 

1' da — { hr — cq ) du ' ( hr^ — cqi ) dv, 

(fl) J db —.[cp — ar)du r/?i — ar^ ) dv, 

( de ~ iaq --bp)du - Utqi-- hpi)de, 

et les relations analogues que Ton obtiendrait en accentuant (r^ 
c. Si J'on joint à la première d’entre elles les équations <[ui 
donnent da\ da'\ ou obtiendra, en faisant la somme des carrés, 

( 1 5 ) da !^ - , - da'^ h- da”^ —{q du - q\ de )* t- (' /* du , ?’i de )^ . 

Or (i\ ff'\ élanl liés j>ar réquation 

sont les coordonnées d’un point d’une sphère, et il est meunii évi- 
dent que cette sphère est celle qui est décrite par le point situé à 
la distance i sur l’axe mobile Ox. Si l’on considère, ici encor(‘, 
cette sphère comme une surface réglée, et si l’on pos(‘. 

ff - iff' ft — ffd r 

I I G ) ”” w Il ’ * ““ ? 

I — i - (( y 

ré([uation (10) prendra la forme 

''■> u-ihi-y ridvf-. 

Si l’on peut déduire a:, y de cette équation en fonction d(^ if (U. 
de i’, on aura < 7 , a'^ a" et les formules, telles que les suivantes 

Ou _ Ou , 

y^^=br~ecj, ^ 

feront connaître, par des calculs élémentaires, les six cosinus qui 
restent à déterminer. Ainsi tout se réduit à trouver les valeurs 
do X et de fonctions de u et de c, satisfaisant à l’équation (17). 

Décomjïosons le second membre de celte équation en doux faii- 
icurs que nous égalerons à zéro. Nous aurons ainsi deux équations 
(liirércnticllcs 


[ q du -I- 7i de - /( r du -h i\ de ) — o, 
/ q du ■: q\ de •— hr ds i- /-j de ) — o. 
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Soient 


les intégrales de ces deux équations. Si nous faisons un cliange- 
nicnt de variables et si nous substituons à u et r les fondions a, 
|Ü, le second membre de la formule (17) prendra la forme 

\\dn.d% 


K étant une fonction connue de a et de et Téquation à résoudre 
(le\ iendra 


( uo ; 


f/.r dv 

ü- — r 1- 


\d%d% 


lille ne ])cut évidcmmonl admellre que Tune des deux solutions 
su i\ antes 

j = B 
ou 

n, J -A, 

\ désignant une fonction de a, cl B uue fonction de 
A devra donc UNoir pour valeur 






\'ir 


et il faudra de celte é([uaLion déduire les valeurs de A et de B. 

Si, par un procédé bien connu, on élimine les fonctions A 
et B, on verra que satisfait à l’équation aux dérivées partielles 




logX 


” — aX, 


(|ui nous sera utile. Mais, si l’on veut obtenir l’expression de A 
ou de B, il se présente une difficulté tenant à ce que, d’après une 
remarque déjà faite, l’expression de A ne change pas quand on 
remplace A cl B respectivement par 

t)i -1- n \ n R 

//-+-</ A ’ 7 B ’ 

//,/?, q étant des constantes. Il semble donc que l’expression 
la plus générale de A pomant satisfaire à l’équation (21) devra 
contenir trois constanlcs et, par conséquent, ne pourra être dé-. 



<54 


LIVRE I. — CIIAP. VI. 


Lcriûiiiée que par l’intégration d’une équation différentielle du 
troisième ordre. 

Essayons, en effet, de déterminer A. En prenant la dérivée lo- 
garithmique par rapport à a des deux membres de l’équaliori (21), 
on a 

... k" O. A' 

X'-Â^ = — • 

Une nouvelle différentiation par rapport à a permettra d’élimi- 
ner B et conduira à Téquation 



Nous allons voir que l’intégration de cette équation s’effcctiu* 
sans difficulté. 

Le second membre, étant égal au premier, ne doit pas dépendn* 
(le p, et, par conséquent, ne changera pas quand ou donnera [i 
une valeur constante quelconque po* 

Soit \q la valeur correspondante de X; l'équation (24) admelln» 
é^idemment la solution 


A/ — X{|, A - - f Xy rfa, 
ou, en tenant compte de l'équation 

^ _ I f)IofîX„ 

2 Jpy ^ 

et il suffira' de porter cette valeur de A dans l’équation ( 23 ) pour 
ou déduire la valeur correspondante de B. 

53 . Ainsi, toute la difficulté dans notre nouvelle méthode con- 
siste dans l’intégration des deux équations (18); il est clair que, si 
l’on avait considéré de meme b, b"; c, c', c" au lieu de al^ 
on aurait eu à intégrer les deux équations de l’un des groupes sui- 
vants : 

( P du -:-/?! di? -\- i{rdu -h ri = o, 

^ ( P du -\- Pi d9 — i[r du H- l'i dç) = o, 

( pdu-\- Pi dç -f- i{q du -h qi dç) =z <>, 

( P du -r pi dç — £{q du + qi dç) = 0 . 



I NT lîci n VTION SIMULTANÉE DES SYSTÈMES LINÉ VIRES. Ü5 

Il y a éviilommcn l le plus grand avantage à avoir le choix libre 
l'nlri* ces [rois groupes difleronts. 

oi. Nous ajoLilt'i’ons encore une remarque de pure forme rela- 
[iM‘ aux deux équalioiis (3). On peut ramener leur intégration 
simultanée à celle cP une seule équation de Tticcati, Supposons, 
<•11 efl'cL, qu’il s’agisse de trouver la soliilîoii commune de n-es 
<*(jiiaLioiis qui se réduil à o-q pour u = z/o, «’ = «’o- Posons 

Lt — Mu-'- i’ = Uü-H V* t, 

(é ^ e' désignant des constantes; o- deviendra une fonction de t qui 
<Ievra salisfuirc «i l’équation 

drs <)fs , i)>s , , , r ! 1 , - f , 

tll t)(f fh' 1 / N i. J 

où les coenîeients sont maintenant des fonctions de t. 

l-illle s<îra donc déterminée par celte condition, jointe à celle de 
se réduire ù a-,» pour / = o. Supposons qu’on ait déterminé cetu^ 
Ion (‘.lion 

a- -- F U, r, t) , 

11 suflît d’y faire t = i et do remplacer f/', e' respectivement par 
ft. — //o 7 t’ — '’() potJr obL<mir la solution cherchée. 

Kn limant compte de cotte remarque purement théorique, on 
peut dire que P intégration simultanée des systèmes (i) (a) du 

Chapitre précédent se ramène à celle (P une seule équation 
/le liiccati. 
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CHAPITRE VIL 

DES déplacements A DEUX VAUIABLES DANS LE CVS OU LE SV STEM E 
MOBILE n’a pas DE POINT l'IXE. 

Introduction des six translations. — Relations diflercnticllcs aux<iuclles ellt‘s 
satisfont. — Mouvements infiniment petits qui se réduisent à des rotations. — 
Tliéorùine de MM. Scliôneinann et Mannheim. — Cas particulier oii il y u un 
centre instantané de rotation. — Théorème de M. Rihaucoiir. 


S5. Après avoir traité le cas où le système mobile a un poini 
lixe, il nous reste à examiner l’hypothèse où le iricdrc (T) se 
meut d’une manière quelconque dans l’espace : alors il faudra 
joindre aux six rotations six quantités nouvelles. Nous désigne- 
rons par 71, s les composantes de la vitesse de l’origine des axes 
mobiles relativement à ces axes, quand u varie seule, et par 
7,1, Çi les mêmes composantes quand e varie seule. Si l’on clésigiu* 
par Xo, Yo, Zü les coordonnées de l’origine des axiLs mobiles par 
rapport aux axes fixes, on aura 




Ou, 




«’ïi. 


et les équations analogues en Yq, Zq. Égalons les deux valeurs de 
que Ton peut déduire de ces formules. Après avoir remplacé 

les dérivées des cosinus par leurs valeurs, nous obtiendrons une 
équation qui, devant avoir lieu quand on remplacera c j)ar 
les autres systèmes a', 6', c'; a", b", se décomposera dans les 
trois suivantes (*) : 


(V 


0\f Ou Si /> 1 S» 

y 


(') Üu pourra comparer avec les lornuiles analogues données par M. Kirchhoir 
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S6. Réciproquement, lorsque les douze quantités ... satis- 
feront aux équations ( 2 ), en même temps qu’aux équations (5) 
du Chapitre V, il existera un déplacement dans lequel elles seront 
les rotations et les translations; car nous savons déjà qu’on pourra 
déterminer les neuf cosinus ; et de plus les équations (i), qui seront 
compatibles en vertu des équations ( 2 ), nous fourniront par des 
quadi'atures les coordonnées de l’origine des axes mobiles. Il est 
inutile de répéter ici que tous les mouvements obtenus se rédui- 
sent au fond à un seul, observé par rapport à des axes différents. 

Il est évident que, si, au lieu de considérer toutes les positions du 
système mobile qui correspondent aux différentes valeurs de ii et 
de r, on suppose que ii et p soient des fonctions d’un seul para- 
mètre a, les rotations et translations relatives à ce mouvement 
seront x'espectivement 


( 3 ) 


' du r/r 




du . du dç 

du dv ^du ^ dv 


et les projections sur les axes mobiles de félément de courbe 
décrit par un point ([uelconque M dont les coordonnées sont 
.r, ^*, Z par rapport aux axes mobiles seront 

I dx \ ^ du -I- dv - - {q du -h qi dv) z — ( r -h l'x dv)y, 
dy +- 7) du -i û?v’ 4- ( r du 4 - /'i dv)x — (j? du -hpi dv) z, 

^5 4- Ç du 4 “ Çi rfp 4 “ (p du 4 - Pi dv)y — {q dii-\- q^ dv )x. 

En d’autres termes, si a était le temps, on aurait les composantes 
de la vitesse par rapport aux axes mobiles, en divisant les trois 
expressions précédentes par da. Nous ferons souvent usage de cette 
remarque, qui dispense de beaucoup de calculs et permet délaisser 
de côté tout ce qui concerne les axes fixes. 

En terminant ici ces notions préliminaires sur le mouvement, 
nous nous contenterons de remarquer que la méthode suivie s’ap- 
j)liquc sans modification au cas où la position du système mobile 
depondrait de trois ou môme d’un plus grand nombre de para- 
mètres. 


dans la <|uaLricme et la ciaquicme Leçon des Vorlesungen ûber Mathematische 
Physik, ib7(). 



LIVRE 1. — CH VP. VU. 


()8 

o7. Nous allons faire usa^e des rcsuUals précédenLs pour dé- 
montrer un théorème important relatif aux déplacements à dcu\ 
variables (*). 

Si l’on considère le système mobile dans uneposition déterminée, 
il peut s’en écarter d’une infinité de manières ; les rotations et le.^ 
translations correspondantes au mouvement le plus {général qu’il 
puisse prendre sont données par le Tableau (3). Cherchons si 
l’un des mouvements infiniment petits que l’on obtient ainsi peul 
se réduire à une simple rotation. 

Il faudra pour cela que l’on ait (n‘’ 3) 


(5) 


{p du -H Pi dv'){X du -h $1 dv) 

du-^ qi dv)(r^ du -h rii dv)-\-{7'du i- ri (h){'C^da H- o. 


Cette équation fournit deux valeurs, en général difTércnlcs, d<^ 
Il y aura donc, en général, deux mouvements différents, réels 

ou imaginaires, qui se réduiront à une rotation. L’axe de rolatioii 
correspondant à chacun de ces mouvemcnls sera déllnl par his 
équations 

du 5i dv-\-{q du 4- qi dç) -3 — ( r du - 1- i\ dv)y - . o, 

7] du-\-’r[i dv (r G?a4- ri dv)x^ {p du-\- pid^)z --= o, 

Ç du 4- Çi d\? -4 {^p du -h Pïd^)y — {^q du -l- qidv)x o, 

où l’on remplacera par la racine de l’équation (5) correspon- 
dante au mouvement considéré. 

Le résultat précédent a une conséquence importante, qu’il serait 
aisé de vérifier par un calcul direct. Puisque deux des mouvements 
se réduisent à des rotations autour de deux droites, que nous appel- 
lerons D, A, la normale à la surface décrite par un point quel- 
conque du système invariable devra rencontrer chacune de ces 
droites; 


(*) Ce ihéorcnïc a élé éuonec on dans le Journal de LiouçiUe («• béri(‘, 
L XI), par M. Mannheim, qui en a fait depuis l’objet d’une étude approfondie. 
On ifinorait, à celle époque, qu’il avait été donné, onze ans auparavani, pai* 
M. Schonemann, dans un article présenté par Steiner i\ l’Académie de llrrlin 
{Monatsberichte, i855). C’est M. Geiser qui, en i88o, a appelé l’allentioii sur le 
travail deM. Schonemann et l’a fait réimprimer dans le Journal de Crelle, t. \(1, 
p. nj) ù '|8. 
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car celle normale, otanl perpendiculaire à tous les déplacements 
du poinl considéré, l’esl en particulier à ceux que prend le point 
<Ians Jes rotations, et par conséquent elle rencontre nécessairement 
les axes de ces rotations. 

fJS. L’équation (5) est du second degré par rapport à elle 

pourra donc avoir scs racines imaginaires, et alors les deux mou- 
vements qui SC réduisent à des rotations seront certainement 
imaginaires; elle pourra aussi avoir ses racines égales. Nous ne 
discuterons pas tous les cas qui peuvent se présenter; mais nous 
étudierons les déplacements pour lesquels on sait a priori qu’il 
existe deux déplacements sc réduisant à des rotations autour 
de diuix droites distinctes et concourantes. En se plaçant dans 
celle hypothèse, JM. Ribaucour a obtenu un élégant théorème (*) 
que nous allons démontrer. 

Il est aisé de reconnaître que, dans le cas qui nous occupe, Téqua- 
lion (S) doit être une identité. Désignons en effet par les 

deux valeurs de rclalives aux rotations considérées; on aura 
nécessairement 


{pcU( -f- . . = o, 

(po« H- .-O, 

IjCS axes de ces rotations ssont définis par les formules (6). La 
condition pour que ces axes se coupent s’écrit de la manière très 
symétrique 

{pdu -1- pidr)(^oif “H 3r) -H (pou 4- Jid'p) + . . . = o. 

IjCS trois équations que nous venons d’obtenir peuvent se ramener 
au type suivant : 

[ A ' a 13 r / u dv -h C = o, 

(y) ) A H- a 13 oif or h- G or- == o, 

I A du ou 13 (-c/^nor H- GcA’om) - h Gd/rôr = ü, 


(*) Ribaucour, Sur la ddjormalion des surfaces (Comptes rendus, t. lAX, 
p. 33o)* 
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OU A, B, C ont pour valeurs 

A= -H..., 

2B = p\ï H'* • -1 

^ = jPl 

Si l’on considère les trois équations (7) comme déterminanl les 
inconnues A, B, C, leur déterminant sera {diiov — dvùuY, et, par 
hypothèse, il ne sera pas nul. On aura donc 

A = B — G = 0, 

et, par conséquent, l’équation (0) sera identiquement satisfaîU'. 

On arrive aux mêmes conclusions par un raisonnement beaucoup 
plus simple. Si les deux droites D, A se coupent, leur point d’in- 
tersection aura une vitesse nulle dans tous les déplacements. On 
devra donc avoir, si l’on désigne par jr', y', d les coordonnées de ce 
point relativement aux axes mobiles, 

l ï H- -'“/•/ = 0 , $1 ri/=:0, 

(8) < 7) -H ra*'— = 0 , *^1 “1“ '* 1 ^' — O» 

( ï O, Ci-4-/?i/ — = 

et il n’est pas difficile de déduire de là les équations 
A = 0 , B = O, G sr: O. 

Mais voici la conséquence qui constitue le théorème de M. Rihau- 
cour. 

Supposons que, pour toutes les valeurs de u et de c’, il y ait des va- 
leurs de satisfaisant aux équations ( 8 ). Le point (^<^',, 7 '', 5'), 

considéré comme appartenant au système mobile, décrira uihï 
surface (5) que nous regarderons comme faisant partie de ce sys- 
tème. Si l’on rapporte le môme point aux axes fixes, il déci'ira 
une surface (S). Donnons à u elà ç des accroissements du, dv; 
le point se déplacera sur la surface (S) et décrira un arc infini- 
ment petit dont les projections sur les axes mobiles, données par 
les formules ( 4 ), seront, e/i tenant compte des équations ( 8 ), 

dx\ df, dd. 

Or ce sont là les projections sur les mômes axes du cliemin décrit 
par le point considéré sur la surface (.ç). Ces deux chemins ayant 
toujours même direction et même grandeur, on voit que les deux 
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surfaces (s) et (S), non seulement sont tangentes, mais encore 
roulent l’une sur l’autre, de telle manière que les chemins parcourus 
par le point de contact, sur les deux surfaces, aient toujours la 
même longueur et la même direction. 

En d’autres termes, les deux surfaces se correspondent point 
par point, de telle manière que deux courbes correspondantes 
aient la même longueur. On dit alors qu’elles sont applicables 
l’une sur l'autre. 


59. Nous pouvons ajouter les propriétés suivantes : 

Tirons des équations (8) les valeurs de — , Ço — et por- 
tons-les dans les équations ( 2 ). Après un calcul facile, nous ob- 
tiendrons les relations 


({)) 


Os^ 

jy 


dz' 



ày 

âip 

üv 

— qi 

du 

H- 


du 

Ox* 

ds' 


Ox' 



dz' 

■3? “ 

P ùv 

— n 

Ou 

- 4 - 

Pi 

Ou 

oy 

dx' 






% ■ 


-Pi 

Ou 

4 _ 

qi 

du 


(|ui conduisent à une conséquence importante. Multiplions-les 
ôiX/' dv' d 

nîspccLivcmcnl par el ajoutons-les. Nous aurons 


Pi Çi n 
âj/ Oy dz' 
ôu Ou Ou 
ôæ' ùy^ ^ 
Ov Ov 



On pourra donc poser, et [jl| étant deux fonctions convenable- 
ment choisies, 

Ox' . flr' 


( 10 ) 

On aurait de môme 


oy . oy 

ds' , <)z' 


ov 


. Ox' ùx' 


et les équations analogues en g, r. Si l’on substitue d’ailleurs 
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I:‘S valeurs des rotations dans les équations (9), on ohlienL la <‘on- 
dition complémentaire 

(il) Xi=: — X, 

en sorte que l’on a, pour (jr, les valeurs suivantes 


( 12 ) 


ô,r' 


oy 


. ôy* ()y 




. i)z’ f)z' 

7 ’ = — A r h (A > 

()lt Ov 


qui, jointes aux équations (lo), remplacent les formul(‘S (i) 

et (9)- 


GO. L’interprétation géométrique des équations (10) et (r>.) est 
évidente. Les dérivées de x’, y par rapport à n et par rappori 
à V étant proportionnelles aux cosinus directeurs do deux tan- 
gentes à la surface lieu du centre instantané, les deux rotations 
dont les composantes sont /?, r et/?,, (jf,, j\ sont dans le |)lan 
langent à cette surface. Il en sera de mémo évidmnnicnt do la 
rotation qui correspond à une variation simultanée ([tudcoiupic 
de U et de r; cela résulte des formules ( 3 ) qui donnent les com- 
posantes de celte rotation. Nous pouvons donc énoncer lu pro- 
position suivante : 

S’il aiTÎve, dans chaque position du système mobile, que deux 
des mouvements inGniment petits, par lesquels on amènii sys- 
tème dans une position infiniment voisine, sc réduisent à diuix 
rotations autour d’axes concourant en un certain point, tout autn! 
mouvement infiniment petit du système sc réduira à une rotation 
autour d’un axe passant par le meme point, que l’on peut appchîr 
centre instantané de rotation. Les deux suriaccs lieux du contre 
instantané, dans le système mobile cl dans l’espace, seront appli- 
cables l’une sur l’autre; elles seront Loujoiu's en conlacl, do telh^ 
manière que tout mouvement du système mobile so réduira an 
roulement de l’une des surfaces sur l’autre, l’axe instantané de la 
rotation passant à chaque instant par le point de contact des deux 
surfaces et se trouvant dans leur plan langent commun. 

Il nous reste à donner rinlcrprctalxon géométrique de l’équation 
(il). Elle exprime^ on le reconnaîtra aisément, qm* la relation 
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(Dilrc Irt (lircclion fie la courbe suivie par le i^olc inslanlancet celle 
(le l’axe cio roLaüon correspondant esL réciproque; c’csL-à-dircqiic, 
si, a|n‘ès avoir considéré un déplacement infiniment petit pour le- 
(|uel l’axe do la rotation instantanée a une certaine direction, ou 
envisage le déplacement dans lequel cette direction devient celle 
fie la route suivie par le centre instantané, l’axe de rotation dans ce 
nouveau déplacement aura même direction que la route du centre 
dans le premier. On pourra ici constituer une théorie toute sem- 
blable à celle des tangentes conjuguées et de l’indicatrice de Dupin : 
on trouvera également deux séries de lignes, analogues aux lignes 
asymj)LoLif[ucs, qui sont caractérisées par cette propriété que, 
lorsque le roulement des deux surfaces l’une sur l’autre s’effectue 
(le l(‘II(ï manière que le centre instantané décrive l’une de ces 
courbes, la rotation est à chaque instant dirigée suivant la tangente 
à la courbe. Par conséquent, les deux courbes correspondantes qui 
sont alors les routes du centre sur les doux surfaces ont, à chaque 
inslanl, même courbure et même plan osculateur. Nous laisserons 
au lecteur le soin de développer ces indications. 

Gl. R(5ciprof[uemcat, toutes les fois que l’on connaîtra deux 
surfaces (S), (s), apjdicables l’une sur l’au-lre, si l’on place la sur- 
face (,ç) de telle manière que l’un de ses points coïncide avec le 
point homologue de (S) et que les courbes homologues des deux 
surfaces qui passent en ce point y soient tangentes, toutes les po- 
sitions que l’on obtiendra ainsi pour la surface (s) d(‘pendront de 
(leux paramètres et le déplacement à deux variables défini j^ar ces 
diverses positions jouira de toutes les propriétés que nous venons 
de signaler. 

Considérons, par exemple, toutes les surfaces (s) symétriques 
(le (S) par rapport à scs plans tangents; elles constituent évidem- 
ment toutes les positions d’une surface {s) roulant sur (S). On 
])Ourra appliquer à ce mouvement toutes les propositions précc- 
(lenlos. Les surfaces trajectoires des différents points du système 
mobile sont homothétiques aux ])odaires des différents points de 
l’espace par rapporl fi (S), le rapport d'homolhélic étani a. 
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CHAPITRE VIII. 

PREMIÈRES NOTIONS SUR LES COORDONNÉES CURVILIONES. 

Surface de révolution. — Alysséide. — Surface pscudo^phcri<iue. — SysLùinos iso- 
thermes. — Surfaces régléC's. — Surfaces dcvcloppaldcs. — Dcl<iriniiiation de 
toutes les surfaces applicables sur le plan par la méthode de M. O. lîonnol. 


62. Dans le prcmiei' Chapitre nous avons reconnu qu<' l’on 
pouvait rattacher la théorie des courbes gauchos à rélud(‘ du 
moiivenflent d’un irièdre; de même les proposilions ndalivos aux 
déplacements à deux variables LrouvenL une application. imporlanl<‘ 
dans la théorie des surfaces. Mais, avant de dévelojiper celle ap|)li- 
calion, nous donnerons des nolions étendues sur les systèuH's (l(‘ 
coordonnées curvilignes que Gauss a, le premier, employés (run(‘ 
manière systématique, dans le mémoire fondamental nisquisi-- 
tiones generales circa superjicies curms, publié en i8‘>,8 dans 
le t. VI des Nouveaux Mémoires de la Société de Omuingue. 

Il y a, comme on sait, deux moyens de définir une surface. On 
peut la déterminer par son équation, c’est-à-dire par la relalion (jui 
existe entre les coordonnées de l’un quelconque de ses points; 
mais on peut aussi supposer que ces trois coordonnées aient élé 
exprimées au moyen de deux variables indépendantes qxuï nous 
appellerons u et v. Celle seconde manière de délinir la surface esl 
même plus générale que la première; car, si l’on prend pour u et v 
deux des trois coordonnées rectangulaires, l’expression de la 
troisième sera précisément l’équation de la surface résolue par 
rapport à cette coordonnée. 

Un système de coordonnées curvilignes peut être*, re.présenlé 
géométriquement. Il suffît de Iracer sur la surface les deux familh^s 
de courbes, lieux des points pour lesquels l’une ou l’autre des va- 
riables «, V demeure constante. Mais il importe do remarqu(u' qu<* 
le système de coordonnées n’est pas complèlemont défini, si l’on 
donne seulement les deux familles de courbes coordonnées. On 
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pourra ovidemmenlj sans cliangor ces courbes, remplacer u et v 
par les variables p,, qui seront des fonctions quelconques des 
premières 

= ® (w)' ei = 

C’est une remarque dont on fait souvent usage et qui permet 
(jiK'lquefois de grandes simplifications. 

63. La méthode de Gauss repose essentiellement sur l’expression 
de l’arc d’une courbe quelconque tracée sur la surface. 

Supposons les coordonnées rectangulaires z- d'un point de 
la surface exprimées en fonction des deux variables ff et r. L’ex- 
pr<Lssion (P un arc de courbe tracé sur la surface sera donnée par 
la fonmilo 

( I ) ds^ — E dii^ H- ‘2 F du dv h- G de*, 

où l’on a 



Nous appellerons, pour abréger, d$ l’élément linéaire. Nous le 
mettrons aussi sous la forme 

( 3 ) di-* =- A* dw* “’r 2 AC cos a du dr -h G* dp* ; 
el l’on aura, par conséquent, 

(4) A-./IÎ, C = v/Û, cos«=^. 

Les formules ( 2 ) montrent que A du est l’arc de la courbe 
P ~ coust., G dv l’arc de la courbe u = consL. ; enfin a est l’angle 
sous lequel se coupent ces deux courbes au point considéré. On 
aura donc 

Fr^O 

toutes les Ibis que l’on emploiera des coordonnées curvilignes 
nxlangulaires. Il résulte également des formules ( 2 ) que l’élément 



LIVRE I. — CIIAP. VIII. 


superficiel de la surface aura pour expression 

AG sin % du dv = y/liG — l"*’-* du d\\ 

Avant d'aller plus loin, nous allons donner qiicl<[iics exemples 
(le ce mode de repn'sentalion. 

64. Consid(Tons d’abord les surfaces de révolution, et siij^posons 
(jue l’on ait pris pour axe des z l’axe de la surface. Si Ton appel bï 
/■ la distance d\in point du méridien à l’axe, réqualioii de la 
surface sera 

Introduisons l’angle r que fait, avec le plan des bî in 6 ridi(Mi 
passant par le point considéré 5 nous aurons, pour les coor- 
données les expressions 

ir = rcosr, r= ;• sin r, 

et de là nous déduirons, pour l’clémcnt linéaire, la formule 
( 5 } ds^ = dr^{ i - h /'®) 

Ici les courbes ;*=consl. sont les parallèles; les courlx^s 
V' = consl. sont les méridiens. Si l’on pose 

dr \/\-.- = du, 

r deviendra une fonction de et l’équation ( 5 ) prendra la fornu^ 

( 0 ) ds- = dii^ O ( fi ) i/r- . 

La signification de ii est évidente : c’est l’arc du méridien comj)lé 
à partir d’un parallèle fixe. 

On peut mettre cette expression de l’élément sous une foriiu* 
un peu différente. Posons 

du __ dr 

/o(«7 . ‘ 

»(«) deviendra une fonction F ( J/,) de w,, et l’cqualion ((i) nous 
donnera 

z= F( îf 1 ) f dii\ - dv^ ), 

05. Toutes les fois que l’élément linéaire d'une surface peut 
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t'irc ramone a la forme 

ds^ — \{ )j 

on dit <1 UC les coiirLcs coordonnées forment un réseau isotherme ou 
fsonié trique, La première dénominalion est empi’untée à la théorie 
(le la chaleur; la seconde, qui est due à M. Bonnet, s’explique par 
les nunarques suivantes. 

imaginons que l’on trace sur la surface toutes les courbes coor- 
données correspondant a des valeurs des paramètres a, [3 croissant 
suivant des progressions arilliméliqucs déraison infiniment petite 

a, a-h^a, a 

on aura ainsi décomposé la surface en une série de rectangl(?s infi- 
niment petits, dont les C()tés seront égaux si l’on a pris rfa = rf|3. 
On dit alors que la surface est dhdsée en carrés infiniment 
petits. Cela n’est pas, sans doute, rigoureusement exact; mais les 
rectangles curvilignes formes par les lignes coordonnées consi- 
dérées ont le rapport de leurs cotés adjacents d’autant plus voisin 
de l’unité ((ue la raison rfa a été choisie plus petite. 

Dans le cas des surfaces de révolution, on voit que les méridiens 
et les parallèles constituent un système isotherme. 

66. Considérons, en particulier, la surface de révolution en- 
gendrée par la révolution d’une chaînette autour de sa hase. On a 
ici 

et l’on trouvera sans difficulté 

U - sjr* — 

La formule (6) nous donnera, par conséquent, pour l’élémeiir 
liiu'uiirc delà siirfaec, 

( j) ds"^ rr du^ -l- ( -h dv^, 

C(ate surlace très remarquable a reçu le nom îTalysséide ou de 
raténoïde. Comme la chaînette est la seule courbe dont le rayon 
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de courbure soit égal et de signe contraire àla normale, l’alj'sséide 
est la seule surface de révolution pour laquelle les rayons dt» 
courbure principaux soient en chaque point égaux et de signes 
contraires. On a donné le nom ào surfaces minima à toutes celles 
dont les rayons de courbure sont liés par cette relation. Jj’alysséido 
est donc la seule surface minima de révolution 



On sait que, si Ton considère une chaînette dont la base soit i)z 
et que, du pied P de l’ordonnée du point M, on abaisse mxo per- 
pendiculaire PQ sur la tangente en M, l’arc de la chaînette, compté 
à partir du sommet S, sera égal au segment de droite MQ; par 
conséquent, le point Q décrira une des développantes de la chaî- 
nette. 

Comme PQ est constant et égal au paramètre a de la chaînelUî, 
le lieu du point Q sera la courbe aux tan fientes égales ou 
tractrice. En désignant par cp l’angle PMQ, l’arc décrit par le 
point Q, lorsque o augmente de do, a pour ^alcur 

da = iMQ do = a coto d^. 

Comme d’ailleurs la perpendiculaire abaissée de Q sur Os a 
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pour expression 


1- ^ a sîii Œ., 


on voit que réiémenL linéaire de la surface engendrée par la 
révoluliou de la courbe aux tangentes égales autour de sera 
<lonné par la formule 

=~ -1-/2 dv“ = (coi^ tp d'^- sin* ç clv^ ). 

Posons 

coicp = du. 

ce qui donne 

sin cp “ 

oL nous aurons 


(S) 


ds"^ = dii'^ -t- e®" c/r* ). 


Rcmar<[uons 
on a 


d’ailleurs que, dans le triangle rectangle 
MQ.QKr-: 


RPM, 


Les centres de courbure principaux de la surface sont évi- 
demment les points JM et R; donc les rayons de courbure prin- 
cipaux satisfont à la relation 

IllV - «s. 


JMaîs cette propriété ne caractérise nullement la surface, il est 
aisé do le démontrer. 

Proposons-nous, en olTet, de déterminer toutes les surfaces 
<le rovolution dont les rayons de courbure sont liés par la relation 
précédente, l^ar un calcul sur lequel nous ne reviendrons pas ici, 
on trouve que les varjabics r et /• doivent satisfaire i'i la relation 
(lifrércnLicIlc 




dz 




hi — r- 
* -i- a* — 


dr, 


0 désignant une constante arbitraire qui peut prendre toutes les 
valeiïrs possibles. L’élcmcnl linéaire de la surface est donné par 
la forimdo 


ds^ ^ 


_ <7® dr ^ 

/•* -r- a* — 6-* 




Suj>posons d’abord que /> soit égal à a. On retrouve alors la 
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surface donl le méridien est la courbe aux LangenLes égales. Nous 
lui donnerons le nom de surface pseudosphérique. 

Si b est plus petit que le rayon r peut prendre Loul<‘s l(‘s 
valeurs inférieures à i et l’on obtient une surface qui, comme la 
précédente, a encore un parallèle de rebroussement BC; mais 
tous les méridiens vont couper Taxe de la surface en un méim» 
point A, sous un angle fini dont la tangente a pour valeur 

\ 

Fi;-. -2. 



Si Ton [)ose alors 


/• 




çU 


^ — ” ' - . . J 

v/a- ■ 


on übticnl, pour Téléinent linéaire, l’expression 


Si b est au contraire plus grand que k, /• a un miuiiuiun 
\ib-—a'^ et les méridiens ne renconlrcnl plus Taxe. La surlaccs 
admet alors deux parallèles de rebroussement cl un cercle d(! 
gorge DE ( /?«•. 3). Si l’on pose 


( tO ) -= — ~ — 'j 


■= 


r e" -h f>- " 

-- «2 _ - _ , 

•A 




rélémcnl linéaire devient 




uij 


c/i‘ 2 -r 





f*n • f» Il 
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67- Apres les surfaces de révolution, nous examinerons le groupe 
si important formé par les surfaces réglées. Elles peuvent être 
définies par les trois équations 

1 07 = «1 -h ^ 1 , 

y — 

Z =. ct^u 

OÙ a, 6, ... doivent être considérées comme des fonctions d’un 
paramètre r. Si l’on suppose 

a} -+- = I, 

U désignera la longueur portée sur chaque génératrice rectiligne 
de la surface à partir de la courbe définie par les équations 

(i3) x = y=-h, z = b^. 

Fig. 3 . 



On déduira des formules ( 12 ) l’expression suivante de l’élément 
linéaire 

) ds^ ■= du^ -4-2 0 du ds? + ( A zi® - 4 - 2B Z 4 -1- G) 

où V, Jî, G, D sont les fonctions de p définies par les relations 

A = H- ai® + aÿ , G = b'f + 

JJ z= a\ b\ -t- «2 ^3 ^ 3 » ^ ~ ^ I 62 ^3 ' 

Si l’on suppose que la courbe u = o^ définie par les équations 
(i3), ait été choisie parmi les trajectoires orthogonales des géné- 
D. — r. ® 
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ralrices, on aura 
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D = O, 

et l’élément linéaire prendra la forme plus simple 

(15) ds^ = du'^-+- 2Bz« 4 - C) dv^. 

Dans ce cas le système de coordonnées sera formé des géné- 
ratrices rectilignes ç? = const. et de leurs trajectoires orthogonales. 

Pour ramener l’élément linéaire général, donné par la formule 
( 1 4 ), à la forme ( 1 5 ) , il suffira de substituer à ii la varia ble sui van le : 

ri' = M -4-/D di\ 

On reconnaît ainsi que, dans toutes les surfaces réglées, les 
trajectoires orthogonales des génératrices rectilignes sont déter- 
minées par une simple quadrature. 

68. Considérons, par exemple, la surface formée par les normales 
principales de l’hélice ou hélicoïde gauche à plan directeur. 
Elle est définie par les trois équations 

(16) 

d’où l’on déduit 

(17) («3-4- z«s) dv^-^ du'^. 

La comparaison des formules (7) cl (i 7) nous montre que, si l’on 
fait correspondre sur l’hélicoïde el sur l’alysséidc les points pour 
lesquels les valeurs de u el de r sont les mêmes, les arcs de deux 
courbes correspondantes seront rigourcusemenL égaux. On dil 
dans ce cas que les deux surfaces sont applicables Vune sur 
Vautre. Il est clair, en effet, que si l’on considère une surfaecî 
comme un tissu flexible et inextensible, cl si l’on admet la ])ossi- 
bilité de déformer cette surface sans déchirure ni duplicalurc, 
la longueur de toute courbe tracée sur la surface sera demeurée 
invariable dans la déformation. Sans examiner la question d(ï 
savoir s’il est possible d’amener la première surface à coïncider 
avec la seconde par une suite continue de déformations, on dil que 
deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre quand clics satis- 
font à la définition géométrique que nous venons de donner. Le 


a = 

rr = cos 
y ^ U sin <> ; 
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problème de la recherche des surfaces applicables sur une surface 
donnée csL un des plus intéressants, mais aussi un des plus dif- 
ficiles, que l’on rencontre dans l’application de l’analyse à la Géo- 
métrie. Dans le cas qui nous occupe, l’hélicoïde est applicable sur 
l’alysséidc, les génératrices rectilignes de la première surface 
correspondent aux méridiens de la seconde et les hélices aux 
parallèles. 


69. Revenons aux surfaces réglées. Il est aisé, lorsqu’on a seu- 
lement l’expression (i5) de l’élément linéaire, de distinguer les 
surfaces gauches des surfaces développables. 

En effcl, on a identiquement 

A M -H G = (a\ IL -f- («i z/ -+-5!,)*. 


On voit donc que le trinôme premier membre sera une somme 
de carrés, et l’on aura 

B2-AG<o, 

tant que les équations 


(i8) 



K’ 


no seront pas satisfaites. Or ces dernières équations n’ont lieu que 
dans le cas où la surface est développable. 

En effet, les équations ( 12 ) nous donnent 

dx = ai du -h (« 1 M -h ) dv, 

^ = «J H- (a'j M -H ) dv, 
dz = «3 -h («3 M -f- b'^ ) dv. 


Ex|)ri nions qu’il existe un point de la génératrice qui décrit 
une courbe tangenlc à celle génératrice; il faudra qu’en prenant 
pour U une fonction convenable de v on ait 

dx _ dy _ dz 

CLl 

CO. qui donne, en rcmplaçanl dx, dy, dz par leurs valeurs, 
a\ Il •+■ b\ __ a\ U -H b\ _ a\ u 4 - Ô 3 

a^i ai as 

Si l’on licnl eomple de l’équalion D = ô, on trouvera que la 
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valeur commune des trois rapports précédents doit être égale à 
zéro. 

On devra donc avoir 



et: conséquent, les équations (i8) expriment les conditions 

nécessaires et suffisantes pour que la surface soit développable. 

Enfin, en substituant à p une fonction convenable de on 
pourra réduire le coefficient A à l’unité. Nous avons donc, coninu^ 
forme réduite de l’élément, 

<19) ds^ = dii^ -4“ [ ( w — a)- - 4 - J dv^ 

dans le cas des surfaces gauches, et 
( 20 ) ds~ = du^ -t- ( Z/ — 2 dsf^ 

dans celui des surfaces développables, a et [i désiguaal d(‘s 
fonctions de (^ (•). 

70 . De la forme de l’élément linéaire des surfaces dévclopj)ablcs 
on déduit facilement qu’elles sont aj^plicablcs sur le plan. 
Reprenons, en effet, la formule (20) et décomposons le second 
membre en deux facteurs 

du -h i{u — a) dv, 
du — i{u — a) dv. 

Si l’on multiplie ces facteurs respectivement par e**', e' ils 
deviennent des différentielles exactes et l’on peut poser 

( e^^[du H- i{u — a) d^] — dx ^ i dy^ 

\ e-^^[du—'i(u — 0L)ds?\ = da: — idy. 

On a, en intégrant, 

( -f- zj = — if ae'*' dv. 

( x—iy = -Jrif oLe-f^ di\ 


(‘) Cette théorie laisse toutefois de côté les surfaces réglées imaginaires pour 
lesquelles un a 

a} -f- aj ^2 ^ O, 

et qui sont engendrées par des droites rencontrant le cercle imaginaire de riuliiii. 
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D’ailleurs, en multipliant membre à membre les formules (21), 
on obtient, pour l’élément linéaire de la surface développable, 
l’expression 

ds^ = 4 - 

qui clémonlrc la propriété annoncée. 

Los formules (23) peuvent être remplacées par les suivantes : 

X = U cosp -H /a sinp ûTr, 
y = M sîn P — /a cos P dv. 

On voit ([u’aiix j,^éri(‘ratrices reclilignes de la surface, définies 
par la relation e=:cünst., correspondent des droites du plan; 
par C()ns(‘([iienl, les trajectoires orthogonales des génératrices ont 
pour transformées les courbes parallèles, trajectoires orthogonales 
dos droites du plan. Al. rarète de rebroussement, 11 = ol, de la 
dévcloj)pabl<^ correspond l’enveloppe de toutes les droites du plan. 
Tous C(*s résultats, que nous ne nous arrêtons pas à vérifier, sont 
bien d’accord avec les opérations mécaniques par lesquelles on 
réalise ]o. développement de cette classe si importante de surfaces. 

71 . Nous venons d’indiquer un moyen d’appliquer la surface 
développable sur un plan. Il est naturel de se demander s’il n’y en 
a pas d’autre, et si, par exemple, on ne pourrait pas réaliser cette 
application de la surface en faisant correspondre aux génératrices 
rectilignes de la surface des lignes courbes du plan. Le raisonne- 
ment suivant donne la réponse à cette question. 

Supposons que l’on ait, de deux manières différentes, appliqué 
la développable sur le plan, c’est-à-dire qu’on ait mis son élément 
linéaire sous les deux formes 

ds^ = dx^ -h dy^, ds'^ = dx'^ — dy'^ ; 

on en déduira 

( ‘i { ) dr^ -h dy^ = dx*^ -h dy^. 

Il est aisé de résoudre celte équation de la manière la plus géné- 
rale ; on peut, en effet, la remplacer par l’un ou l’autre des sys- 
tèmes 

( 35 ) j 


(33) 


dod = cosa cliP-- sina dy, dx’ cosa</a?-4- sina 

dy ^ sin a c&P -+- cos a dy' -=■ sinacKa? — cosa dy, 



LIVRE I. 


CHAP. VIII. 


86 


OÙ a est ane inconnue auxiliaire, et qui se déduisent l’un de l’autre 
parle changement dey en — y. Considérons, par exemple, le 
premier. En écrivant que les seconds membres des équations sont 
des difiFérentielles exactes, nous obtenons les relations 


sina 


da. 

dy 


ôct 

= cos a-— J 
dx 


doL 

cosa— = — 

ày 


dfx. 

sma-^ } 
dx 


qui donnent 


(}a _ «)a _ 
dx^ ày'~‘^^ 


a est donc constante. En intégrant les formules (aS) et désignant 
par deux nouvelles constantes, on aura 

x' ^x cos a — y sin a -t- » 

y' ^ X sina-H^ cosa-H/o* 


Ce sont les formules de la transformation des coordonnées. Par 
suite, X, y et a/, y peuvent être considérées comme les coor- 
données d’un même point du plan, rapporté à des axes différents; 
elles deux représentations de la surface développable ne doivent 
pas être regardées comme réellement distinctes. 


72. Une autre question très intéressante sc présente ici. Nous 
venons de voir que l’enveloppe d’un plan mobile est applicable 
sur le plan. La réciproque est-elle vraie, et toute surface applicable 
sur le plan est-elle l’enveloppe d’un plan mobile? Cette proposition 
a toujours été admise par Monge et les autres géomètres de son 
époque, comme le prouve le nom même de surface dé{>eloppable 
donné dès le début à l’enveloppe d’un plan mobile (^). Elle est un 
corollaire immédiat des propositions générales que nous aurons à 
développer dans la suite; mais nous pouvons, dès à présent, en 
donner une démonstration directe et très simple, duc à M. O. 
Bonnet ( 2 ). 

Soient x^y^ z les coordonnées d’un point de la surface chcrcliéc, 
applicable sur un plan, et soient a, ^ celles du point correspondant 


(M Fbz>, en particulier, le Chapitre sur les surfaces développables dans V Ap- 
plication de VAnaly&e à la Géométrie de Monge. 

(*) Annali di Matematica, 2* série, t. VII, p. 61. 
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sur le plan. On doit avoir 

<a6) dx'^ -\r dy^-^dz^ = 

ce qui donne les trois équations 

àx àx ày dy dz dz ^ 
àa da dct c)p ” 

Différenlions les deux premières de ces équations ; nous aurons 

dx d^x dy d^y dz d^z __ 

d^ doL^ ~doL dofi da 50* “ 

dx d^x dy d^y dz d^z __ 

àx d^x dy d^y dz d'^z _ 

doL d(t. c)p àtx c)a dp da da dp ~ 

dx d^x dy d^y dz d^z __ 

dp da dp dp da dp dp da dp 




Différencions maintenant la dernière des équations (27); en tenant 
compte des précédentes, nous trouverons 


(ag) 


dx d^x dy ù^y dz d*; 
dx d^x dy d^y dz d^z 




dp da* dp da* dp da* 


En comparant les équations (28) et (29), nous voyons que Ton 
doit avoir 

(J2y 
da» 


<A) 


(B) 


d^x 
da* 
d*a? 
da dp 
d^x 
dadp 
d^x 
d^ 


ÿiy 
da dp 
d^y 
dadp 
à^y 

dQ* 


d*^ 

da* 

"dTT 

dadp 

d*^ 

55^ 

d^z 

dST 


Le système (A) nous apprend que ^ sont fonctions d une 
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même variable et le système (B) établit qu’il en est de même pour 
5^* Mais, par suite de la dernière équation (î47) ou de 

l’une des équations (î^g), les deux variables dont dépendent ces 
deux groupes de dérivées sont fonctions l’une de l’autre et, par 
conséquent, les six dérivées de oSjj'y z sont fonctions d’une même 
variable, que nous désignerons par t. 

Cela posé, si l’on désigne par p qI q les dérivées de z consi- 
dérée comme fonction de x et de^', p q seront déterminées par 
les équations 

dz dx dy dz dx dy 
c)a 6/a ^ ^ 

qui montrent que p el q sont fonctions de t; donc p est fonction 
de ÿ, ce qui caractérise, on le sait, les surfaces enveloppes d’un 
plan mobile. 

Le nom de développables donné à ces surfaces est ainsi pleine- 
ment justifié. 
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CHAPITRE IX. 

SURFACES DÉFINIES PAR DES PROPRIÉTÉS CINÉMATIQUES. 

Ilcliooïdcs généraux. — Théorème de Bour. — Surfaces de révolution applicables 
les unes sur les autres. — Surfaces engendrées par le mouvement d’une courbe 
invariable. — Surfaces moulures. Surfaces spirales de M. Maurice Lévy. 


73. Les surfaces de révoliilion jouissent d’une propriété ciné- 
matique importante. Elles ne cessent pas de glisser sur elles-mêmes 
lorsqu’on leur imprime un mouvement de rotation auiour de 
l’iTxe. Cette propriété qu’elles possèdent, de pouvoir être déplacées 
sans cesser de coïncider avec elles-mêmes, appartient aussi aux 
cylindres et à une classe plus élendue de surfaces, les hélicoïdes, 
<[ui comprennent comme cas liiniles, et les cylindres, elles surfaces 
de révolution. 

Considérons, en effet, un système solide animé d'un mouve- 
ment hélicoïdal. Nous savons que tous les points de ce système 
décrivent des liéllces de môme axe et de mémo pas; chacune de 
CCS hélices est animée d’un mouvement dans lequel elle ne cesse 
de glisser sur sa position primitive. Si donc on associe toutes les 
hélices rencontrant une courbe donnée (C), elles formeront une 
surface qui pourrait être engendrée par le mouvement hélicoïdal 
de la courbe (C), cl qui possédera évidemment la propriété de 
glisser sur elle-même dans le mouvement. Cette surface est un 
hélicoïde général. Nous allons donner les équations qui la dé- 
terminent et chercher son élément linéaire. 

Les hélices décrites dans le mouvement hélicoïdal permanent 
sont définies par les équations 

I iF = P COS(»i, 
y =:psinç>i, 

OU h désigne le pas commun des hélices divisé par tin. Si l’on 
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prend pour;?o une fonctioD quelconque de p, les coordonnées a:, j', ;; 
deviendront des fonctions des deuï variables p et t’i ; les formules 
précédentes définiront la surface hélicoïde la plus générale. Faisons 

et calculons l’élément linéaire de l’hélicoïde. Nous trouverons 


ds^ = (i-{-<p's)^/p2-{-2A©'^p 
En transformant le second membre, on obtient 

Si Ton introduit les deux nouvelles variables v définies par 
les quadratures suivantes 


^3) 


du = 




P*-+-A2’ 


dVi-\- 


/lo' dp 


p*H- A^ deviendra une fonction de u que nous désignerons parU^, 
et l’élément linéaire sera ramené à la forme 


(4) U® 

Les courbes i^ = const. sont les hélices tracées sur la surface, 
et, par suite, les courbes ç == const, sont les trajectoires orthogo- 
nales de ces hélices. On reconnaît ainsi que ces trajectoires se dé- 
terminent par une simple quadrature. 


74. La forme (4) de l’élément linéaire est identique à celle que 
nous avons déjà obtenue pour les surfaces de révolution (n" 64). On 
sait, d’ailleurs, que ces dernières surfaces peuvent être considérées 
comme des formes limites des héllcoïdes généraux, correspon- 
dantes au cas où le pas commun des hélices devient nul. On peut 
donc prévoir que les hélicoïdes sont applicables sur des surfaces 
de révolution. Ce beau théorème est dû à Bour, qui l’a établi dans 
son Mémoire sur la déformation des surfaces {Journal de 
V École Polytechnique^ XXXIX® Cahier, p. 82). Pour le dé- 
montrer, nous ferons voir que la forme (4) de l’élément linéaire, 
donnée a priori, convient à une infinité d’hélicoïdes, parmi les- 
quels se trouvent toujours des surfaces de révolution. 
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Les formules (i), où Toii considère jZq comme une fonction de p, 
définissent l’hélicoïde le plus général, et la formule ( 2 ) fait con- 
naître l’élément linéaire de cette surface. Pour le rendre identique 
à l’élément linéaire donné par l’équatioîi (4), il suffira évidem- 
ment de poser 

(p‘H- 

ou, en extrayant les racines carrées, 


(5) 


du 


= ± ^ û?p^-4- 


p* f/cp* 


-A* 




h d^ 


±U 


pî+A* v/p*H-Aî 


dç. 


La première de ces formules montre que p est une fonction 
de U. Pour que la seconde puisse avoir lieu, il faut évidemment 

que le rapport soit égal à une constante que nous désigne- 

rons par ^ • On aura donc 


( 6 ) 


/p* -H A* = ± /TiU, 
• A* m 


d\>i 


Les formules (5) et (6) nous conduisent, par des éliminations 
faciles, aux valeurs suivantes de p, rfç, • 

I , jji^U du . /tt*/ QTT/9N 

, dv hd<f dv h du . /rt«/. 

= m - V - ^îî’ 

p = /msus— Âï. 

Toutes les quantités qui figurent dans les formules (i) sont 
ainsi exprimées en fonction de w et de la question proposée est 
donc complètement résolue. 


78. Les hélicoïdes que nous venons de déterminer dépendent de 
deux paramètres arbitraires h et m. Il est aisé de s’assurer qu’ils 
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ne sont pas superposables, 
l’on a 


Considérons, en particulier, le cas oii 

a®, 


et supposons 772 = I . Les formules précédentes deviendront 


P = a* — /i-, 


di'i == dv 


h do 
-f- 


Si l’on donne à h toutes les valeurs comprises entre o et a, on 
aura une série continue d'hélicoïdes , tous applicables les uns 
sur les autres. Ils présenteront tontes les formes intermédiaires 
entre l’alysséide et Vhélicoïde gauche à plan directeur, qui sont 
les termes extrêmes de celte série et qui correspondent respecti- 
vement aux valeurs o et a de l’arbitraire A. 


76. Revenons aux formules générales (7). Si l’on y fait h = 0, 
on obtient des surfaces de révolution, toutes applicables les unes 
sur les autres, aussi bien que sur les hélicoïdes généraux déGnis par 
ces équations. Elles sont déterminées par le système ti'ès simple 


( 8 ) 


( J: rr: aU cos — , 

/ ç 

\y= aU sin — J 
[ JS = f}/\ — Ü'* dity 


OÙ a est mis à la place de 772, 

Quand on fait varier le paramètre a on obtient une suite con- 
tinue de surfaces; nous signalerons, sans les démontrer, les pro- 
priétés suivantes que nous rattacherons plus tard à des théorèmes 
généraux. 

Si l’on considère sur toutes ces surfaces les points qui correspon- 
dent à une même valeur de u : i" le produit des rayons de cour- 
bure principaux en ces points sera le même pour toutes les surfaces ; 
2° la tangente au méridien, prolongée jusqu’à sa rencontre avec 
l’axe, aura aussi la même longueur pour tous les points considérés. 
Nous indiquerons plus loin une application de cette dernière pro- 
priété, et nous allons étudier deux exemples particuliers. 
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77. Faisons d’abord 

ü = sin U, 

ce qui donnera les surfaces de révolution applicables sur la 
sphère. 

Les formules (8) deviendront ici 


< 9 ) 



Supposons d’abord «-<i; u pourra prendre toutes les valeurs 
possibles sans que l’expression de z cesse d’être réelle. La portion 
OCA du méridien qui correspond à toutes les valeurs de ii com- 
prises entre o et tc aura la forme indiquée {fig. 4). 

Fig. 4. 



Les angles que fait en O et eu A le méridien avec l’axe sont 
finis et ne deviennent droits que lorsque a est égal à i. Alors le 
méridien devient un demi-cercle et il engendre la sphère. 

Les variables u et qui déterminent un point à la surface de la 
sphère, ont une signification très simple; elles sont la colatitade 
cl la longitude de ce point. D’après cette remarque, nous pouvons 
déterminer aisément les limites et la forme de la portion de sphère 
qui est exactement applicable sur toute la surface engendrée par 
la révolution complète de la branche OCA du méridien. 
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En effet, les formules (9) relatives à une valeur quelconque 
de a nous montrent que l’angle Ci fait par le méridien qui passe au 
point (u, r) de la surface avec un méridien fixe a pour valeur 

(10) 

Par conséquent, lorsque Vi aura varié de 0 à 2 tc, r aura cru de 
fia'iz. Ainsi la surface engendrée par la révolution complète de 
l’arc ACO est applicable sur le fuseau de la sphère compris entre 
deux plans méridiens faisant l’angle 2aTz» On voit que, pour des 
valeurs très petites de a, ce fuseau deviendra infiniment étroit. 

Si a- est supérieur à l’unité, le méridien change complètement 
de forme, car u ne peut prendre que les valeurs satisfaisant à l’iné- 
galité 

cos^u < -Ît- 

Or 

Soit ).o l’angle aigu défini par la formule 

cosXo= -• 
a 

Il faudra faire varier u entre X© Le méridien aura la 

forme représentée {/ig> 5 ). La surface engendrée par ce méridien 

Fiç. 5. 



sera applicable sur la zone de la sphère comprise entre les deux 
cercles de colatitude lo et - — Mais, de plus, la formule (10) 
nous montre qu’il suffira de faire tourner le méridien ACB d’un 

angle égal à ~ pour obtenir toute la portion de la surface, appli- 
cable point par point sur la zone sphérique que nous venons de 
définir. 
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Si a grandit, cette zone diminue indéfiniment et se réduit à 
une bande infiniment étroite longeant Téquateur de la sphère. 

La discussion détaillée que nous venons de faire avait pour but 
de mettre en évidence un fait intéressant. Considérons un mor- 
ceau, de forme [d’ailleurs quelconque, de la surface de la sphère. 
Quand la sphère se déforme de manière à coïncider successive- 
ment avec les diverses surfaces définies par les formules (9), cette 
portion de la surface sphérique que nous avons choisie se dépla- 
cera et SC déformera d’une manière continue en demeurant appli- 
cable sur sa position initiale. Mais ce mouvement ne pourra être 
continué indéfiniment sans qu’il se produise une déchirure; car 
nous avons vu que, si le paramètre a augmente à partir de i et 
croît indéfiniment, la seule portion de la sphère qui puisse être ap- 
pliquée sur les surfaces qui correspondent à ces valeurs croissantes 
de a se réduit à une zone, d’aire aussi petite qu’on le veut, entou- 
rant l’équateur. Par conséquent, si l’on considère une portion 
finie de la sphère, le mouvement de déformation de cette portion 
cessera d’être possible dès que a aura atteint une limite supérieure, 
qui dépend évidemment de la forme de cette portion. 

78 . Du moins, dans Pexemple que nous venons d’étudier, 
toutes les surfaces définies par les formules (9), et pour lesquelles or 
est inférieur ou égal à l’unité, jouissent de la propriété de repré- 
senter complètement l’élément linéaire, c’est-à-dire elles ont des 
points réels, correspondants à toutes les valeurs réelles de u et 
de 9, Il n’en est plus de môme dans l’exemple suivant. 

Supposons que, dans les formules générales, on fasse 

U = 15". 

L’élément linéaire aura pour expression 
(n) 

et les équations (8) nous donneront ici 

(12) = ^"=ae"sin~> z = 7"/ 1 — a® e*" du, 

^ ^ a a 

Ces formules défiaissenl des surfaces qui sont toutes égales; 
car, si l’on pose 

(13) 


= p = aPi, 
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elles deviennent 

/ X = sino cosPi, 

' y = sîno sînt?i, 

(14) r ‘ ’ ç 

r .G = coso -h logtang ^ » 

et ne contiennent plus a. Nous avons donc une seule surface, qui 
est applicable d’une infinité de manières sur elle-méine, et les for- 
mules qui réalisent cette application sont 

li ^ r' désignant les coordonnées du point qui correspond au point 
(zf, v). Ce résultat est d’ailleurs évident, d’après la forme mcm<i 
de l’élément linéaire (i i). Il suit de là, et des propriétés que nous 
avons signalées plus haut (n° 76) : i® que le méridien ne peut être 
que la courbe aux tangentes égales ou tractrice; a® que le pro- 
duit des rayons de courbure principaux est le même en tous les 
points de la surface. On reconnaît les propriétés de la surface pseu- 
dosphérique que nous avons déjà étudiée directement; et, en com- 
parant l’expression de l’élément linéaire à celle qui a été donnée* 
(n® 65), on voit que le produit des rayons de courbure de la sur- 
face est égal à — i . 

Il y a ici un fait important à signaler. Pour que les valeurs de 
Z données par les formules (la) soient réelles, il faut que 
l’angle ç soit réel, c’est-à-dire que l’on ait 

< 1 . 

Quelle que soit la valeur donnée du paramètre a, il y aura 
donc toujours des valeurs suffisamment grandes de zz, associées à 
des valeurs quelconques de r, auxquelles ne correspondra aucun 
point de la surface. Par conséquent, s’il est vrai que la pseudo- 
sphère soit applicable sur elle-même d’une infinité de manières, 
aucune des solutions que l’on choisira ne pourra donner une re- 
présentation géométrique complète de l’élément linéaire. 

79. Les surfaces que nous venons d’étudier sc rapprochent par 
une propriété commune. Elles peuvent être considérées toutes 
comme engendrées par une courbe invariable de forme qui sc meut 
d’après une loi donnée. Proposons-nous maintenant d’étudier les 
surfaces les plus générales satisfaisant à cette définition. 
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Considérons une courbe (C) et un système d'axes mobiles inva- 
riablement lie à la courbe. Supposons que la position delà courbe 
et des axes mobiles dépende d’un paramètre ç qui jouera le rôle 
du temps, cl soient p, r les translations et les rotations 

du système mobile. Ces six quantités seront fonctions de ç. Désî- 
f»nons par z les coordonnées d’un point quelconque IM de la 
courbe ])ar rapport aux axes mobiles; y. z seront des fonctions 
données d’un paramètre u. 

Si les axes mobiles se déplacent, et que le point M se déplace 
en môme temps d’une manière quelconque sur la courbe, les pro- 
jections de l’arc infiniment petit décrit par le point seront 

( qz ^ry)ds.', 

(i5; < dy —pz)d\?y 

( dz-^r{X->rpy --qx)dv. 


Posons, pour abréger, 


— 

du 


dr _ ^ 

^ du 


le carré de l’élément linéaire de la surface engendrée parla courbe 
aura pour expression la somme des carrés des trois projections, 
c’est-à-dire 


ds"^ = (a?'^ -hy'^ •+■ - 5 '* ) dii^ 

( 16 ) { -t-5'Ç-+- 


X 

y 

- 

\ 

X 

f 



P 


r 

/ 


du dv 


*+■ [(? -4- -H- Tx—pz)^^{S^-^py—qx')^’\ dd^. 


80. 11 suffirait d’introduire dans cette formule des hypothèses 
spéciales, convenablement choisies, pour retrouver tous les ré- 
sultats précédents. 

Supposons, par exemple, que l’on veuille obtenir l’élément 
linéaire des surfaces réglées. On prendra pour axe des z du irièdre 
mobile la génératrice rectiligne de la surface, et l’on fera décrire 
à l’origine du trièdre une trajectoire orthogonale des génératrices. 
Cela donne les conditions 


D.— I. 


X =y = O; 


Ç = o, 


7 
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et, par suite, la formule (i6) se réduira à la suivante : 

(17) ds^= quy-¥{r^■--puY[dv^. 

Si l’on veut exprimer que la surface est développable, il faudra 
considérer les projections (i 5 ) de l’arc décrit par un point quel- 
conque de la surface. Elles deviennent ici 

(tq — d/p, du. 

Le plan tangent au point z= ii aura donc pour équation, par 
rapport aux axes mobiles, 

X __ \ -h gu 
y “ 7)— jDZz’ 


Pour qu’il soit le même en tous les points d’une génératrice, il 
faudra que l’on ait 


P 


c’est-à-dire que le coefficient de (j^ns la formule (17) soit un 
carré parfait. C’est le résultat déjà établi (n® 69 ). 


81 . Considérons maintenant le cas nouveau où le mouvement 
de la courbe mobile (C) se réduit à une translation. Il faut alors, 
dans la formule (16), faire 

et l’on a, par conséquent, 

On parvient à un résultat identique par la méthode directe sui- 
vante. Soient 

^=U, y=Ui, ;; = U* 

les équations qui déterminent la courbe par rapport aux axes 
mobiles, U, U|, U2 désignant des fonctions d’un même para- 
mètre U. Supposons que les axes fixes aient été choisis parallèles 
aux axes mobiles, et désignons par V, V,, V2 les coordonnées de 
l’origine des axes mobiles par rapport aux axes fixes ; V, V( , Va 
seront des fonctions d’un paramètre r. Les coordonnées d’un 
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point quelconque de la surface cherchée, par rapport aux axes 
fixes, auront évidemment les expressions suivantes : 

/X = U-hV, 

U9) Y = üi-+-Vi, 

( Z = Ü 2 "+" ^ 2 * 

La symétrie de ces formules nous montre immédiatement que la 
surface peut être engendrée de deux manières différentes par la 
translation d’une courbe invariable, et que les courbes coordon- 
nées de chacun des deux systèmes [u) et (p) se déduisent de l’une 
d’elles par un simple mouvement de translation. 

82 . On peut encore interpréter les formules (19) de la manière 
suivante. Considérons les deux courbes définies par les équations 

x; = 2Us, 

et 

X = aV, y = 2V1, JS = 2V2. 

Le lieu des milieux de toutes les cordes qui joignent un point de 
la première à un point de la seconde est la surface considérée. 
Cette définition, due à M. Lie, met bien en é\âdence le double 
mode de génération de la surface. Il suffit d’associer toutes les 
cordes passant, soit par un point de la première courbe, soit par un 
point de la seconde, pour retrouver les deux systèmes de généra- 
trices invariables. 

Supposons, pour fixer les idées, que les fonctions U, V soient 
réelles et que l’on ait pris, pour les paramètres u et p, les arcs des 
deux courbes 

^ = 7 = Ui, js = V,, 

x = Y, r = Vi, ^ = Vs; 

l’élément linéaire de la surface prendra la forme 
Si donc on pose 

U 

P 
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l’expression de l’élément linéaire deviendra 


( 20 ) 


ds^ = 


i + U'V'-f-U')V'i 




i_u'v>-u',v', — u;v'. 




Cette formule met en évidence un système de coordonnées rec- 
tangulaires sur la surface, car l’élément linéaire est ramené à [la 
forme 

(2i) ^^2- 

et même avec la condition 


A2-+- C“ = I . 


83. Nous avons à signaler encore une propriété géométrique 
tout à fait générale des surfaces que nous considérons. Mais, pour 
la démontrer, nous devons commencer par rappeler un théorème 
relatif aux tangentes conjuguées. 

Nous dirons que deux'familles de lignes tracées sur une surface 
sont conjuguées lorsque les tangentes aux lignes des deux fa- 
milles passant en un point quelconque de la surface sont conju- 
guées (d’après la définition de Dupin). Voici comment on peut 
exprimer cette relation : 

Soient u et o les paramètres des deux familles de courbes, et 
supposons que l’on connaisse les expressions des coordonnées 
rectilignes sc, y, z d’un point quelconque de la surface en fonction 
de U et de o, jSi l’on désigne par X, Y, Z les coordonnées cou- 
rantes, l’équation du plan tangentà la surface au point M {x,y^ z) 
sera 


(aa) Z - 5 =/>(X--a?)-i-gr(Y— 7), 

P et q désignant, suivant l’usage, les dérivées de z par rapport 
t\ X et à T*. Supposons que l’on se déplace sur la ligne o = consl. 
L’intersection du plan tangent avec sa position infiniment voi- 
sine sera définie, d’après la théorie des enveloppes, par l’équa- 
tion (aa) jointe à celle que l’on obtient en la différcnllant j)ar 
rapport à c’est-à-dire, 


àu 
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OU, en supprimant les termes qui se détruisent, 


(r3) 






Pour exprimer que les courbes {u) et (p) sont conjuguées, il 
faudra écrire que les équations (22), (28) sont vérifiées quand on 

y remplace X — Y — 7, Z — par Cela donne les 

deux équations 


(M) 


àz dx dy 
dç ^ ^ dv ’ 


1 dp dx dq dy 
\ du dp du dp 


La première est toujours satisfaite, car elle exprime ce fait évi- 
dent que la tangente à la courbe u = const. se trouve dans le 
plan tangent. Quant à la seconde, elle est identique à la suivante 



à . 

f dx 


d^x 

d*y _ 


du' 


^ dv) 

^ du dp 

^ du dp 

ou, plus 

simplement, 






d^z 

^ d^x 

d*y 


(aS) 


du dp 

^ dudç 


= 0. 


Si l’on remarque maintenant que p el q sont déterminés parles 
équations 


(26) 


dz dx dy 

du du ^ du^ 


dp 


dx dy 


on pourra éliminer p et q entre les équations (20) et (26), et Ton 
sera conduit à l’équation 

d^x dx dx 
du dp du dp 
di Y dy dy 

£ i 

d^z dz ^ 
du dp du dp 

qui est symétrique par rapport aux trois coordonnées. Cette rela- 
tion, qui est d’ailleurs nécessaire, est aussi suffisante; car elle ex- 
prime qu’il y a des valeurs de p et de gr satisfaisant aux équations 
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(aS) et (26)5 et, d’après les formules (26), et ÿ seront les déri- 
vées de 5, considérée comme fonction de x et àey. 


84. On peut formuler la condition trouvée sous une formé dif- 
férente. L’équation (27) est évidemment le résultat de l’élimina- 
tion de A et de B entre les trois équations 

. dx ^ dx 

Æ- B-r- = 0, 

du Oi' du ov 

d^y A ^ _ 

dudv " du ()i’ 

à^z __ i ^ ^ ^ _ 

duôv ^ du dv 



Nous obtenons ainsi la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que les lignes (w) 
et (p) soient conjuguées est que les expressions des ti^ois coo/’- 
données rectangulaires en fonction de u et de 9 satisfassent à 
une même équation linéaire 


(29) 


dud9 dv^ 


oU A, B désignent des fonctions quelconques de u et de 


Celte proposition, sur laquelle nous aurons à revenir pour la 
compléter et la généraliser, joue un rôle très important dans la 
théorie des surfaces. 

Si nous l’appliquons aux surfaces qui nous occupent, nous 
voyons immédiatement que les trois coordonnées satisfont à 
l’équation 


(3o) 


d28 __ 
dudv^^’ 


et, par conséquent, les deux systèmes de eourbes invariables qui 
engendrent ici la surface sont des lignes conjuguées. Au reste, la 
Géométrie permet aussi d’obtenir très simplement ce résultat. 

Considérons, en effet, les deux familles de courbes (u) et (t?). 
Dans la translation d’une courbe (u), chaque point M de cette 
courbe décrit une courbe (ç>). D’autre part, la tangente en M à la 
courbe (u) conserve, dans la translation, une direction invariable. 
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J1 suit de là que la développable circonscrite à la surface en tous 
les points de la courbe (p) décrite par le point M sera le cylindre 
engendré par la tangente en M à la courbe («). Cette simple 
remarque suffît à démontrer que les deux, familles de courbes (m) 
et (c^) forment un système conjugué; et l’on voit de plus que les 
dé^>eloppahles circonscj'ites à la surface en tous les points de 
U une de ces courbes sont des cylindres, engendrés par les tan-' 
gentes aux courbes de Vautre famille, menées au point où elles 
rencontrent la courbe considérée (^). 

85. Enfin, nous traiterons le cas où la courbe mobile (C) qui 
engendre la surface est plane, et où les vitesses de tous ses points 
sont normales au plan. Nous supposerons que l’on ait pris le plan 
de la courbe pour plan des xy du trièdre mobile. On doit alors, 
dans les formules (lo) et (ï 6), introduire les hypothèses 

(3i) ^=0, 5 = */i = r=:o. 

Si l’on admet, de plus, que l’on a choisi pour u l’arc de la 
courbe (C), on aura encore 

et l’expression de l’élément linéaire deviendra 
( 3a ) ds"^ = diC^ -f- ( Ç -f- py — q a?)* dr-. 

Quant aux projections de l’arc décrit par un point quelconque M 
de la surface, elles seront, d’après les formules (i5), 

d^i dy, (X^'^py — q^)d\\ 

La normale à la surface sera dans le plan de la courbe, et ce 
plan roulera sur une certaine surface développable. 

On reconnaît les surfaces étudiées par Monge d’une manière 
détaillée (-). 

Les lignes de courbure de l’un des systèmes sont les diverses 


(*) S. Lie, JBeitrdge zur Théorie der Minimaljlàchen {MathematiscJie 
Annalen, t. XIV, p. 332 - 337 ). 

(*) Monge, Application de V Analyse à la Géométrie, 5* édition, p. 322. De la 
surface courbe dont toutes les normales sont tangentes à une même surface 
développable quelconque. 
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positions de la courbe mobile; celles du second système sont les 
trajectoires des dififérents points de cette courbe. 

86. Considérons, en particulier, le cas où le plan de la courbe 
mobile roule sur un cylindre. On obtient alors une sur J ace mou- 
lure. Si nous supposons que Taxe des x du trièdre mobile ait 
été pris parallèle aux génératrices du cylindre, la rotation du sys- 
tème se fera autour d’une parallèle à Taxe des .r, et l’on aura 

<7 = 0 . 

L’élément linéaire donné parla formule (32) prendra la forme 
ds^ = 

ou, en changeant les notations, 

( 33 ) -^ ( U - V)2 rfp*, 

U et V désignant des fonctions qui dépendent respectivement de 
U et de V* 

On peut donner des surfaces moulures une autre définition, à 
quelques égards plus simple que la précédente. 

Quand le plan de la courbe (C) roule sur le cylindre, les trajec- 
toires de ses différents points sont évidemment des courbes planes 
dont le plan est parallèle à la section droite du cylindre, et, de 
plus, ces trajectoires sont à chaque instant normales au plan de la 
courbe (G). Il est évident, d’après cela, que leurs projections sur 
le plan de la section droite du cylindre constitueront une famille 
de courbes planes parallèles admettant pour développée commune 
la section droite du cylindre. De là résulte la génération suivante 
des surfaces moulures : 

On donne dans un plan une famille de courbes parallèles. 
Si Von imprime à chacune de ces courbes une translation finie, 
normale au plan et variant suivant une loi donnée^ quand on 
passe (Tune courbe à Vautre^ les positions nouvelles de toutes 
ces courbes forment la surface moulure. 

87. En s’appuyant sur cette définition, on peut montrer que la 
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forme (33) de l’élément linéaire convient toujours à une infinité 
de sui'faces moulures. 

En effet, écrivons l’expression de ds- sous la forme 

Les deux premiers termes pris isolément constituent l’élément 
linéaire d’une surface développable, et nous avons vu (n^ 70) qu’en 
posant 

( ir = U cost' H-/Vsinpûrr, 

( J' = U sîn P — /V cos P dv, 

on aurait 

H- dy'^ = ^24. (U _ vy dçK 

La surface définie par les formules (34), jointes à la suivante 

(347 z^f/r=rxÿidn, 

aura donc l’élément linéaire exprimé par la formule (33). 

Si l’on remarque que cet élément linéaire ne change pas de 
forme quand on y remplace p par ar, on reconnaît la possibilité 
d’introduire une constante arbitraire dans les formules précédentes 
et Ton trouve, en l'ecoramençant le calcul, 


I -» (’ P 

J' = aV cos — h / V sin — d{\ 
a a 

r = aU sin - — /V cos - rfp, 

\ JS = f\/ 1 — a® du. 

Ces formules définissent une famille de surfaces moulures, 
toutes applicables les unes sur les autres (*). 

88. La méthode cinématique que nous venons d’appliquer à de 
nombreux exemples s’étend au cas où l’on considère une courbe 
qui varie de forme en même temps qu’elle est entraînée dans le 
mouvement des axes mobiles. 11 suffira en effet, dans les formules 


(‘) Bodr, Théorie de la déformation des surfaces {^Journal de V École Po~ 
ly technique, XXXIX* Cahier, p. 89). 
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(i5) qui donnent les projections du déplacement sur les axes mo- 
biles, de regarder r , non plus comme des fonctions de la seule 

variable i/, mais comme des fonctions de u et de p. 

Proposons-nous, par exemple, d’appliquer cette méthode aux 
surfaces engendrées parle mouvement d’un cercle. Le plan de ce 
cercle enveloppera une surface développable. Étudions le mouve- 
ment du trièdre formé parla tangente, la normale principale et la 
binormale en un point de Tarête de rebroussement de cptte déve- 
loppable. En prenant comme variable indépendante l’arc de la 
courbe, on aura ici (n°4) 

§ = 1, r^=0, î=:0, 

I I 

= ''==p» 

P et ^ étant les deux rayons de courbure et de torsion de la 
courbe. Les projections du déplacement d’un point dont les coor- 
données sont Xjj>-, JS, relativement aux axes mobiles, auront pour 
expressions 

dx -h (i-^ ry) dv, 
dy dv, 

dz -^pydv, 

r désignant l’arc de l’arête de rebroussement. 

Le cercle qui engendre la surface se trouvant dans le plan 
des xy, on peut exprimer les coordonnées d’un de ses points par 
les formules 

iT = a H- R costp, 
y r= 6 R sincp, 

Z — O, 

où a, b, R sont des fonctions de v, et où ç est la variable qui dé- 
termine un point sur chaque cercle. En substituant ces valeurs 
de x,y, JS, on aura, pour les projections du déplacemenl, 

— R sincp -h (a'-f- 1 — £>r4-R'coscp — rR sincp) 

Rcoscpû?(p-+- ( 6 ' 4 - m -h R' sincp -4- rR coscp) 

(pb-hp^ sincp) dtf, 

et la somme des carrés de ces projections donnera l’élément li- 
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néaire de la surface sous la forme ( ‘ ) 

R2 tiR[rR -h (Z)' -H ra) coso — (a'— Z^r-M )sinç] do 

-h [{ph H-/?R sin<p)^-+- (a'-+- 1 — ^7* R' coso — rR sinîp)* 

-h (b'-^ ra ■+" R' sinç -f- rR coso)®] dç^, 

89. En terminant ce Chapitre, où nous avons étudié surtout des 
surfaces jouissant de propriétés cinématiques, nous allons donner 
la définition d’une classe de surfaces se rapprochant à ce point de 
vue des précédentes, et qui ontd’abord été étudiées par M. Maurice 
Lévy (^). 

Considérons un système qui se déplace, mais qui varie en même 
temps de grandeur en restant semblable à lui-même, et proposons- 
nous de chercher la loi des vitesses de tous ses points à un instant 
quelconque. Soient Pq, Pi deux positions infiniment voisines. 
Construisons la figure P' homothétique à Pi, en prenant l’origine 
des coordonnées pour centre d’homothétie, le rapport d’homo- 
ihétie étant tel que P’ soit égal à Pq. On peut passer de Pq à P, 
I® par un déplacement infiniment petit qui amène P© en P' , a® par 
une transformation homothétique ayant l’origine pour centre 
d’homothétie et transformant P^ en P^. Il suit de là que les vitesses 
de tous les points du système sont les résultantes de celles qui se 
produiraient dans le déplacement et de celles qui sont dues à la 
transformation homothétique. Les premières ont des expressions 
bien connues 

a-h-qjs — ry, ^-hra:—pz, py — qoc. 

Quant à celles qui sont dues à la transformation homothétique, 
comme elles ont pour effet de réduire les coordonnées dans le 
même rapport, elles ont pour expression 

hx, hy^ hz. 

En résumé, les composantes des vitesses d’un point du système 


(*) Les surfaces à génératrice circulaire ont été étudiées récemment par M. De- 
marlrcs {Annales de VÉcole Normale, 3* série, t. It, p. laS). 

(“) Maurice Lévy, Sur le développement des surfaces dont Vêlement linéaire 
est exprimable par une fonction homogène ( Comptes rendus, t. LXXXVII, 
p. 788). 
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dans le mouvement considéré auront pour valeurs 


I Va:= a ~ /lÆT-f- — /y, 
\y=^-^hy-^rjr-pz, 

Yz = V + H- py — 


Si nous désignons par k le rapport de similitude du sj^stèine 
mobile pris dans sa position actuelle au même système pris dans 
une position déterminée, on aura évidemment 


^37) 


, I dk 
A = - — . 
k dt 


Tant que ce paramètre h n’est pas nul, c’est-à-dire tant que 
le système varie de grandeur, on peut transporter l’origine des 
coordonnées en un point tel que les termes a, p, y disparaissent 
des formules (36). L’interprétation de ces formules met alors en 
évidence le résultat suivant : les vitesses sont les mêmes que si le 
corps tournait autour d'une droile et éprouvait en même temps 
une transformation homothétique par rapport à un point de cette 
droite. Si Ton choisit pour nouvel axe des s cet axe de rotation, 
les formules (36) se simplifient et se réduisent à la forme suivante 

I Va.= hx — ry, 

(38) I Vv = hy -f* r 

( V- = hz. 


90- Étudions le cas où l’axe de rotation et le centre d’homo- 
thétie demeurent fixes dans toute la suite du mouvement, les pa- 
ramètres h et r restant constants. Alors les positions succes- 
sives d’un point déterminé du système mobile seront définies 
par les équations différentielles 

dx dy _ dz , 

^ = hx-ry, + ^ = A--. 

On aura donc, en intégrant, 

I - = 

(39) < X = roc^*^cos((i)o-i- rt), 

( y = 7'o^'*'sin(wo -hr^). 

Cliaque point du système décrira une courbe tracée sur un 
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= const. 

ayant pour sommet l’origine et pour axe Taxe de rotation; la pro- 
jection de la trajectoire sur le plan des xv sera une spirale loga- 
rithmique ayant pour pôle l’origine des coordonnées. Si Ton 
considère la spirale gauche décrite par le point comme apparte- 
nant au système mobile et variant de grandeur avec lui, elle 
glissera sur elle-même pendant toute la durée du mouvement, 
absolument comme les hélices décrites par les différents points 
d’un système invariable dans le mouvement hélicoïdal. 

Par suite, les surfaces qui admettent pour génératrices les 
courbes définies par les formules (Sg) sont évidemment les ana- 
logues, dans la théorie qui nous occupe, des surfaces hélicoïdales 
et des surfaces de révolution. 

Prenons pour 7'o, Wq, «o fonctions quelconques d’un para- 
mètre 6. Les formules (Sg), qui donnent les expressions de «r, 
;c en fonction de t et de 6, définiront la surface que nous nous 
proposons d’étudier. Cherchons son élément linéaire, nous trou- 
verons un résultat dé la forme 

( {o) ds’^ = A 2 B 6?ô 4- G dO^)f 

où A, B, G sont des fonctions de 9 définies par les équations 

I A = rS/t^-hr^ri-+-/i^^Sj 
(40 j B = /i 5 o;:'o 4 - -H r/’S Wy, 

( G = Wq- 4- - 3 ^® 4- . 

Nous allons transformer cette expression de l’élément linéaire. 
Posons 

Lc/f, 

ce qui donne, en intégrant, 



L’élément linéaire de\dcndra 

ds^=es^(A'di>^-hC'de^), 

A! et O étant encore des fonctions de 0. Enfin, substituons à 9 la 
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cône de révolution 
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variable u définie par la relation 

z4 = /v/G'rfô, 

A' deviendra une fonction U- de z/, et nous aurons pour la forme 
définitive de l’élément linéaire 

( 42 ; U* di>^). 

Nous appellerons les surfaces que nous venons 

de définir. Elles se rapprochent de la spirale logarithmique par 
une propriété essentielle et qui résulte de leur définition : comme 
cette courbe, elles peuvent être agrandies dans un rapport quel- 
conque sans cesser d’être superposables à elles-mêmes. 

M. Maurice Lévy a montré que le théorème de Bour s’étend à 
ces surfaces, qu’il y en a une infinité admettant le même élément 
linéaire et, par conséquent, applicables les unes sur les autres. 
On établit cette proposition par un calcul que nous omettons, 
parce qu’il offre la plus grande analogie avec celui que nous avons 
développé dans le cas des hélicoïdes. 
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LIVRE IL 

DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE COORDONNÉES CURVILIGNES. 


CHAPITRE 1. 


SYSTÈMES CONJUGUÉS. 

Proposition de M. Kœnigs relative à la détermination, sans aucune intégration, 
d’une infinité de systèmes conjugués sur toute surface. — Application à la dé- 
termination des surfaces admettant un système de lignes de courbure planes 
dont les plans passent par une droite. — Trajectoires orthogonales d’une famille 
de cercles. — Caractère projectif et dualistique de la définition des systèmes con- 
jugués. — Liaison entre tout système conjugué et une équation linéaire aux 
dérivées partielles. — Surfaces sur lesquelles il existe un système conjugué 
formé de deux familles de courbes planes. 


91. Dans les différentes surfaces que nous avons étudiées pré- 
cédemment, nous avons rencontré et employé des systèmes de 
coordonnées curvilignes très variés : les uns simplement ortho- 
gonaux, d’autres à la fois orthogonaux et isométriques, d’autres 
enfin formés de lignes conjuguées. Il est évident que, sur toute 
surface, il existe une infinité de systèmes orthogonaux ou de 
systèmes conjugués ; car, si Ton trace sur une surface une famille 
quelconque de courbes, leurs trajectoires orthogonales ou leurs 
trajectoires conjuguées seront définies par une équation différen- 
tielle du premier ordre et du premier degré, dont l’intégrale existe, 
bien qu’il ne soit pas toujours possible de la déterminer. On ne 
connaît aucune méthode qui permette de construire, sans aucune 
intégration, un système orthogonal sur une surface quelconque. 
Au contraire, la belle proposition suivante, due à M. Kœnigs, 
établit que, quelle que soit la surface considérée, il sera possible, 
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sans effectuer aucune intégration, d’y tracer un nombre illimité de 
systèmes conjugués. 

Soit (S) la surface donnée. Prenons une droite quelconque D 
dans l’espace. Les sections de la surface, déterminées par tous 
les plans qui contiennent la droite D, admettront pour lignes 
conjuguées les courbes de contact des cônes cù'conscrils à la 
surface, ayant leurs sojyuyiets sur cette droite. 

En effet, si M est un point de la surface, le plan tangent en M 
ira couper la droite D en un point A. Le conc circonscrit de 
sommet A admettra pour génératrice MA, et cette droite, qui est 
évidemment la conjuguée de la tangente en M à la courbe de con- 
tact du cône, est aussi la tangente en IM à la section plane de la 
surface déterminée par la droite D et le point M. La j)ro])osition 
est donc démontrée. 

92. Pour en donner dès à présent une application, pi'oposons- 
nous de déterminer les surfaces pour lesquelles les lignes de cour- 
bure de l’un des systèmes sont dans des plans qui passent tous par 
une droite D. 

Il résulte de la pi'oposition px'écédente que les courbes de con- 
tact des cônes circonscrits ayant leurs sommets sur la droite D 
seront nécessairement les lignes de seconde courbure; et, comme 
ces lignes devront être orthogonales aux premières, chacune 
d’elles devra couper à angle droit les génératrices du cône dont 
elle est la courbe de contact. Par conséquent, les lignes de 
seconde courbure seront sphériques 5 les sphères qui les contien- 
dront auront leurs centres sur la droite D, et elles seront coupées 
à angle droit par les lignes de première courbure. 

Réciproquement, prenons une famille quelconque de sphères 
(S) ayant leurs centres sur la droite D. Leurs trajectoires ortho- 
gonales seront évidemment des courbes planes, puisque les 
tangentes à ces trajectoires vont passer par le centre d’une des 
sphères et rencontrent nécessairement la droite D. Si Ton prend 
une surface quelconque engendrée par ces trajectoires ortho- 
gonales, elle sera une des surfaces cherchées. En effet, soient (^), 
(t'"), . . . une suite de trajectoires etM, M', M", ... les points 

où elles coupent à angle droit une même sphère (S). Les tangentes 
aux trajectoires en M, M', M", . . . iront évidemment concourir 
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au centre de la sphère (S) et elles engendreront un cône, cir- 
conscrit suivant la courbe sphérique MM'AF.,., à la surface 

formée par les trajectoires (t), (^'), (F), Les deux systèmes 

de lignes conjuguées définies par le théorème de M. Kœnîgs se 
couperont ici à angle droit et seront, par conséquent, les deux 
systèmes de lignes de courbure. 

De là résulte une méthode très simple pour engendrer les sur- 
laces cherchées. Considérons une famille quelconque de sphères 
ayant leur centre sur la droiteD, et proposons-nous de déterminer 
leurs trajectoires orthogonales. Soit (t) une de ces trajectoires*, si 
on la fait tourner autour de D, de manière à ramener son plan 
dans un y)lan fixe, elle ne cessera pas d'être trajectoire ortho- 
gonale. INoiis sommes donc ramenés à un problème de Géométrie 
plane : Tromper les trajectoires orthogonales d’une famille de 
cercles ayant leurs centres en ligne droite. Voici comment on 
peut le résoudre. 


93. Considérons d’une manière générale une famille de cercles, 
définie par réqualîon 

(\) (a? — a)2-+-C/ — ^)2=: 


où rt, ô, r sont des fonctions d’un paramètre u. Les trajectoires 
orthogonales satisferont à l’équation 




dx __ dy 
X — et y — 6 ’ 


Cl, pour former leur équation différentielle, il faudrait éliminer u 
ciiU'c les équations (i) et ( 2 ). Celle élimination est impossible en 
général; il vaut mieux employer la méthode suivante. 

Exprimons x, y en fonction de u et d’une nouvelle variable 9 
par les formules 

(3) a? = a4-rcos0, 7 = è4-rsia0. 

La signification de 9 est évidente : 9 est l’angle que fait, avec 
Taxe des le raj^on du cercle qui passe au point où ce cercle 
est coupé par la trajectoire orthogonale. Des formules (3) on tire 
les valeurs de dx et de dy^ et, en les portant dans l’équation ( 2 ), 

D. — r. 8 
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on obtient pour 9 l’équation 


( 4 ) 


dd 


1 da , ^ i db . 

sin6 cosO. 

du r du r du 


qu’il faudra intégrer. Or, si l’on prend comme inconnue 

(5) tang^ = ?, 


on est ramené à une équation de Riccati 

/O 

( 6 ) 


' du 


7' du r du 


De là résultent plusieurs conséquences. Si l’on connaît une 
trajectoire seulement d’un système de cercles, on déLcrminera 
toutes les autres par deux quadratures; si l’on en connaît deux, il 
suffira d’une seule quadrature; et enfin la connaissance des trois 
trajectoires orthogonales permettra de déterminer toutes les autres, 
sans aucune intégration. 

Supposons, d’après cela, que l’on veuille déterminer le système 
orthogonal le plus général dont une famille soit formée de cercles. 
On pourra se donner arbitrairement deux des trajectoires ortho- 
gonales (G), (Cl). Il existe en effet une famille de cercles coupant 
deux courbes quelconques à angle droit, et leurs centres se trouvent 
sur la courbe (L) lieu des points d’où l’on peut mener à (G), 
(Gi) des tangentes égales. Comme on connaît deux trajectoires 
orthogonales, il suffira d’une quadrature pour obtenir toutes les 
autres. On pourra donc obtenir, avec une seule quadrature, l’é- 
quation du système orthogonal plan le plus général comprenant 
une famille de cercles (^). (*) 


(*) Dans sa thèse si remarquable, Étude géoinétriqiie des sui'/aces dont les 
lignes de courbure d'un système sont planes; Toulouse, i8S3, M. V. UoiKpicL a 
même montré que Ton peut obtenir, sans aucun signe de quadrature, Péqualioa 
de ce système orthogonal. Considérons, en effet, deux familles de cercles, c<»rres- 
pondant respectivement aux s^'stômes de valeurs i\ et b^j des va- 

riables a, bf 7\ Si Ton a, pour chaque valeur de u, 

(t) ^ 


les équations de Riccali qui déterminent les trajectoires orthogonales de ces deux 
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Il y a neanmoins un cas particulier très étendu dans lequel la 
détermination du système orthogonal n’exigera plus aucune qua- 
drature. C’est celui où l’on saurait a prioi'i que, parmi les tra- 
jectoires orthogonales de la famille de cercles, doit se trouver 
une ligne droite ou un cercle (y); car alors tous les cercles 
cherchés étant doublement normaux à la ligne droite ou au cercle 
(y), cette trajectoire orthogonale particulière devra être comptée 
pour deux et donnera deux solutions de l’équation de Riccati. Il 
suffira donc de se donner (y) et une autre trajectoire orthogonale 
(C) pour avoir trois solutions de l’équation différentielle. 

Signalons encore cette conséquence des raisonnements qui pré- 
cèdent : lorsqu’on aura un système déterminé de cercles coupant 


familles de cercles sont les mûmes; et, par conséquent, la connaissance des tra- 
jectoires orthogonales de Tune des familles entraîne celle des trajectoires ortho- 
gonales de l’autre famille. Nous dirons, avec M. Rouquet, que deux familles 
de cercles sont similaires lorsqu’elles satisfont aux relations (i). Il est aisé 
d’interpréter géométriquement ces relations. Elles expriment, en effet, que les 
centres des cercles, qui se correspondent dans les deux familles similaires, dé- 
crivent des courbes dont les tangentes sont, à chaque instant, parallèles; et de 
plus, que les rayons des deux cercles sont dans le même rapport que les arcs in- 
finiment petits parcoui'us par leurs centres dans le même temps, c’est-à-dire dans 
le même rapport que les rayons de courbure des deux courbes décrites par 
leurs centres, aux points correspondants. Cette proposition permet évidemment 
de construire, sans aucune intégration, toutes les familles similaires d’une famille 
de cercles donnée. 

D’aprèb cela, soit une famille quelconque de cercles, correspondant aux va- 
leurs /*, de rt, b, r. On peut toujours concevoir qu’il existe trois fonctions 

rtj,, b^, telles que l’on ait 


da, _ 

/’, "" ’ 





Par suite, toute famille de cercles peut être considérée comme similaire d’une 
famille représentée par l’éiiuation 

(a; - aJH- (r -*.)’= a| + 

pour laquelle tous les cercles passent par un point fixe, l’origine. Gomme on 
peut mettre cm évidence, sans signe de quadrature, les trajectoires orthogonales 
de cette famille particulière, il en sera de même, d’après les propositions précé- 
dentes, pour la famille la plus générale. 

Au reste, dans beaucoup de questions, il importe peu qu’il y ait ou qu’il n’y 
ait pas de signe de quadrature. L’essentiel est qu’on puisse obtenir, sous forme 
explicite, l’équation du système orthogonal, et les développements donnés dans le 
texte établissent que cela sera toujours possible. 
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à angle droit un cercle donné, ou ayant leurs centres en ligne 
droite, la détermination de leurs trajectoires orthogonales exige 
seulement une quadrature. 

A un autre point de vue, il résulte de l’équation (6) la consé- 

6 0 , 0 , 0 , 

quence suivante; soient tang-j tang— > tang-^j tang— quatre so- 
lutions quelconques de cette équation. Nous savons que leur 
rapport anharinonique est constant. Or ce rapport anliarmonique 
des quatre tangentes est, par définition, le rapport anharinonique 
des points où les trajectoires correspondantes coupent Ihin quel- 
conque des cercles. On a donc le théorème suivant : 

Le rapport anharinonique des quatre points où un cercle quel- 
conque de la famille considérée est coupé par quatre trajec- 
toires orthogonales fixes est constant. 

Toutes ces propositions s’appliquent évidemment aux systèmes 
(le cercles tracés sur la sphère, qui peuvent toujours, par une in- 
version, être transformés en systèmes situés dans un plan. 

94. Revenons à la question proposée. Il s’agit de trouver le 
SNStème orthogonal le plus général dont une des familles soit 
formée de cercles ayant leurs centres sur une droite D. 

Pour cela on considérera une courbe quelconque (C) cl l’on 
tracera tous les cercles normaux à (G), ayant leurs centres sur D. 
Les trajectoires orthogonales de ces cercles se détermineront sans 
aucune intégration. Considérons en effet l’un quelconque de ces 
cercles normal en im point M à la courbe (G). Si Oq désigne 
l’angle de la tangente à la courbe en M avec la droite D, l’équation 
deRiccati admettra les trois solutions particulières 

Oo, O, TC, 

et, par conséquent, son intégrale générale sera donnée par la 
formule 

, 0 

tang~ 

^ rif 

ô îTo"^ 

tang- - tang- 

lang^ = C tang—, 


ou, plus simplement, 
( 7 ) 
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Les surfaces cherchées, qui ont d’abord été étudiées par 
Joachimsthal ), admettent donc la génération suivante : Dans 
un plan passant par la droite D, on forme ^ diaprés le moyen 
que nous venons dHndiquer, la famille de courbes planes [t) 
la plus générale admettant pour trajectoires orthogonales une 
famille de cercles ayant leurs centres sur la droite D. On fait 
tourner ces courbes (t), autour de la droite D, d^un angle qui 
varie diaprés une loi donnée^ mais quelconque, quand on passe 
dhine courbe à Vautre; le lieu de toutes leurs positions nom'clles 
est la surface cherchée. 

Prenons pour axe des x la droite D. Les formules qui sont la 
traduction analytique de la génération précédente sont les sui- 
vantes. Soit 

l'équation du système de cercles. Prenons 

a = F(0o), ;•= F'(ea)sinO„, tangj = Fi(iî/)tang^- 

Les coordonnées d’un point quelconque de la surface cherchée 
seront 

i ar = « -f- rcos0, 

(8) «I J' = r sinô cost}/, 

( ^ = rsinO sin*]/. 

Ces formules sont identiques à celles que Ton doit à Joa- 
chimsthal. 

9o. Après avoir développé une application de la proposition de 
M. Kœnigs, revenons aux systèmes conjugués quelconques. Ces 
systèmes possèdent deux propriétés essentielles sur lesquelles il 
convient que nous insistions, et que l’on peut énoncer comme il 
suit : Tout système conjugué ne cesse pas d^être conjugué si 
Von soumet la surface sur laquelle il est tracé, soit à une tj'ans' 


( * ) JoAcniMSTiiAL, Demonstrationes theorematum ad superficies curvas spec- 
tantium {Journal de Crelle. t. XXX, p. 8^7) et Sur les surfaces dont les lignes 
de Vune des courbures sont planes (même Journal, t. LIV, p. i8i).\oir surtout 
ce dernier article. 
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formation homographique^ soit à une transformation par 
polaires réciproques. 

Supposons d’abord que Ton soumette une surface (S) à une 
transformation homographique. Considérons une courbe (C) 
tracée sur (S). Les plans tangents à la surface en tous les points 
de cette courbe engendreront une surface développable (A) dont 
les génératrices rectilignes seront les conjuguées des tangentes à 
la courbe (C). Or il est évident que la transformation liomogra- 
phique ne change en rien toutes ces relations. A la surface (S) 
correspond une surface (S'), à la courbe (G) une courbe (G'), à 
la développable (A) une développable (A') circonscrite à (S') sui- 
vant la courbe (G'), aux tangentes de la courbe (C) celles de la 
courbe (G'), aux génératrices de (A) celles de (A^); par conséquent 
la transformation homographique fait bien correspondre à deux 
tangentes conjuguées de (S) deux tangentes conjuguées de (S'). 

Si, au contraire, on effectue une transformation par polaires ré- 
ciproques, à la surface (S) correspond une surface à la 

courbe (G) une développable (A'') circonscrite à et à la dé- 
veloppable (A) la courbe de contact (G") de la développable (A"). 
Par suite, aux tangentes de la courbe (G) correspondent les géné- 
ratrices rectilignes de (A'') et aux génératrices de (A) les tangentes 
de la courbe (G''). D’ailleurs, à deux tangentes en un point M de 
(S), correspondent deux tangentes au point correspondant de 
(S'"'). Ici encore, on le voit, à deux droites conjuguées corres- 
pondent deux droites conjuguées. 

96. Les propriétés précédentes, que l’on exprime encore en 
disant que la définition des systèmes conjugués est projective et 
dualistique, peuvent aussi être établies par la méthode analytique 
suivante qui nous permettra de généraliser une proposition déjà 
donnée (u° 84). 

Soient a et [3 les paramètres de deux familles de courbes tracées 
sur une surface (S). Adoptons un système de coordonnées homo- 
gènes ou tétraédriques absolument quelconque, et soit 

(lo) wX H- y ■+• cipZ - h jO T = O 

l’équation du plan tangent à la surface; u, p, fv, p seront des 
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fonctions des paramètres a et p, et l’on obtiendrait l’équation en 
coordonnées ponctuelles de la surface (S) en éliminant a et ^ 
entre l’équation (lo) et ses deux dérivées 


(n) 


; yr du yj. _ dtp _ dp 
] doL ddL duL àx 


dx 

Y . V L -7 


•T^=o 


par rapport à a et à p. Par conséquent, si l’on désigne par x, j', 
5, t les coordonnées du point de contact du plan tangent, elles 
devront satisfaire aux trois équations 


(la) 


ux 4- çy 
du dp 


du 


dp 




-4- (pj: -h j?i z= Oj 
dtp ^ dp 

dtp dp 


Dlfféren lions la première de ces équations, successivement par 
rapport à a et à [3; on aura, en tenant compte des deux autres, les 
relations nouvelles 


(i3) 


dx 

^di 


,^z. 

dx 


' dx ■ 


dû 
^ dx 


dx dy dz dû 


On aurait pu d’ailleurs écrire immédiatement ces équations; 
elles expriment que les tangentes aux deux courbes a = const., 
P = const. sont dans le plan tangent à la surface- 
Les équations ( 12 ) et (i3) s’appliquent à tout système de coor- 
données curvilignes. Cherchons maintenant la condition pour que 
les deux familles (a) et (P) forment un système conjugué. Si Ton 
se déplace sur la courbe a = const., le plan tangent enveloppera 
une surface développable; son intersection avec le plan tangent 
infiniment voisin sera définie par l’équation ( 10 ) jointe à la seconde 
des équations (i i). Il faut exprimer que la droite représentée par 
ces deux équations est la tangente à la courbe ^ — const. Pour 
cela, il faudra écrire que ces équations sont vérifiées quand on y 
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remplace X, Y, Z, T par 


dr , ày . r)z, dt , 

rr -7- ^a, r -r- f/a, .s -r- aa, ï -H -7- d%. 
dx ^ ^ àoL ^ drL Ox 


En tenant compte des formules déjà établies (I‘^) et (i 3 ), cela 
ne donne qu'une seule équation nouvelle 


(14; 


du àr f)r dy 
^ ûx 'fiâ 


d(v dz dp dt __ 
rfp' ^ ^ 


et cette unique équation exprime par conséquent la condition 
nécessaire et suffisante pour que les deux familles (a) et ([ 3 ) 
forment un système conjugué. 

Des formules (12) et (i 3 ) on déduit par différen Lia lion les 
identités suivantes applicables à tout système de coordonnées 


curvilignes : 


(i5) 


U 




^dxd^^ ' dxd^^ 


d^ «' r )2 P 


ÔX 


’dx 0^ 


du dx 

dp dy 

d(P dz 

dp dt 

dx dp 

^ dp ” 

Ix dp 

da dp 

du d.T 

dp dr 

d»’ dz 

dp dt 

dp dx 

dp dx 

dp Ox 

^ dï 

à-x 

d^r 

d^-z 

d^t 

“tiâüJp 

àxù'?-^ 

"’dadp 

ü% Oi 


Il suit de là que Téquation (i 4 ) peut encore être écrite sous 
Tune des trois formes suivantes : 


du. dx dv dy div dz dp dt _ 

àx àx d^^ dx da 

d2.r dsy d^z d^t 

dxdfi * dx dp Ox dp Ox dp 

^dadp dadp ’ da dp ^ da dp 

La condition pour que les familles (a), (P) forment un système 
conjugué s’exprime indifféremment par l’une quelconque des 
quatre équations (i4) ou (16). 

97 . Considérons, en particulier, les équations (12) et la troisième 
des équations (16); elles ne contiennent pas les dérivées de x, y, 
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^ Cl 1 eliininailon de ces coordonnées conduit à Téquation 

()u âu f)-u 
f)n <yp f)x rJ[i 
dv (P ç’ 

^ dx ù^p ôxùp 
f)iv ùiv ()i tv 
(H dx op 
f)n dp f)^n 
ôx dp (ix dp 

qui ne contient plus que les coordonnées tangentielles (^). 

Inversement, toutes les fois que Péquation (17) sera satisfaite, 
il existera des valeurs de a:, z, t vérifiant les équations (12) et 
la troisième des équations (16); ces équations expriment que x. 
y J Zj l sont les coordonnées du point de contact du plan défini par 
Tequation (10) avec la surface qu’il enveloppe et, en outre, que les 
(leux familles (a), (P) tracées sur cette enveloppe sont conjuguées. 
L’équation (17) est donc, dans tous les cas, caractéristique des 
systèmes conjugués. 

De même, en éliminant p, (v, p entre la première des équa- 
tions (isi), les deux équations (ï 3 ) et la seconde équation (id), 
on trouvera la condition à laquelle doivent satisfaire les coordonnées 
ponctuelles 

ôr dr T 
^ ùx dp OxOp 
dv dv d^y 
cîâ dp àx^i 

. — J-L 

dx dx dp 

df dt d^ t 
^ dx dp dx dp 

et l’on démontrera comme précédemment que cette condition, qui 
est necessaire, est aussi suffisante- (*) 






(*) BBioscni, Sulie linee di curçatura délia superficie dette onde {Annales de 
Tortolini, t. II, p. i35; iSôp). 
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98. En répétant le raisonnement déjà donné au n° 84, on 
obtiendra immédiatement la proposition suivante : 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux familles 
de courbes, de paramètres a et soient conjuguées, est que, soit 
les coordonnées ponctuelles homogènes, soit les coordonnées 
tangentielles, satisfassent toutes les quatre à une équation aux 
dérivées partielles de la forme 


(19) 


r)2Q 

ô'i 



+ B^H-C0 = o, 


où A, B, C désignent des fonctions quelconques de ol et de^ 

La transformation homographique ne changeant pas les coor- 
données homogènes, pourvu que l’on fasse varier le tétraèdre et 
les paramètres de référence, et la transformation par polaires ré- 
ciproques étant équivalente à un échange des coordonnées ponc- 
tuelles et des coordonnées tangentielles, onvoitquela méthode pré- 
cédente met bien en évidence le caractère projectif et dualistiquc 
de la définition des systèmes conjugués. 

Si l’on emploie les coordonnées cartésiennes ordinaires, la coor- 
donnée t devra être égalée à l’unité; par suite l’équation ( 19 ) 
devra être vérifiée par la valeur 0 = i. On devra avoir 

G = o 


et l’on retrouvera le résultat du n° 84. 


99. En terminant'ces développements, je remarquerai qu’il est 
impossible de trouver deux équations de la forme ( 19 ) auxquelles 
satisferont en même temps les quatre coordonnées ponctuelles, tant 
que la surface ne se réduira pas à une courbe, ou les quatre coor- 
données tangentielles, tant que la surface ne sera pas dévelop- 
pable. 

En effet, supposons que les quatre coordonnées vérifient deux 


(‘) Il est utile de remarquer que réqualion linéaire à laquelle satisfont les 
quatre coordonnées ponctuelles n’est pas, en général, la même que celle à laquelle 
satisfont les quatre coordonnées tangentielles. 
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équations linéaires de la forme (19). L’élimination de entre 

ces deux écjuations nous conduira à une écjuation du premier 
ordre 




à laquelle devront encore satisfaire ces coordonnées. Or la solu- 
tion générale de cette équation est de la forme 


6 = 60 F((To), 


F désignant une fonction arbitraire et Bq, 0*0 des fonctions déter- 
minées ; par conséquent, si Pon divise toutes les coordonnées homo- 
gènes par 00 î on les réduira à des fonctions de la seule variable o-q. 
Si les coordonnées sont ponctuelles, le point décrit une courbe, 
et si elles sont tangentielles, le plan enveloppe une développable. 

Ainsi, à toute surface non développable, et à tout système con- 
jugué tracé sur cette surface, correspondent deux équations, et 
deux seulement, de la forme (19). L’une est vérifiée par les coor- 
données d’un point quelconque de la surface, et l’autre par les 
coordonnées d’un plan tangent quelconque de la surface. 


100 . Le théorème précédent permet évidemment de construire 
une infinité de surfaces sur lesquelles on connaîtra des systèmes 
conjugués (^). Nous allons, dès à présent, en faire une application 
en cherchant les surfaces pour lesquelles il existe deux familles 
conjuguées formées exclusivement de courbes planes. 

Si les coordonnées tangentielles satisfont à l’équation 

la surface correspondante la plus générale sera l’enveloppe du plan 
défini par l’équation 

, . ( [/i(a)4-cpi(p)]a7-i-[/2(a)-i-Çï(P)]7 

I -^[/8(«) + ?»(?)]•= + [/»(«)-*-?*(?)]* = O- 


(') Darboto, Mémoire sur la théorie des coordonnées curvilignes et des sys- 
tèmes orthogonaux {Annales de VÉcole Normale, a* série, t. VII, p. 298; 1878). 
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Or on reconnaît sans difficulté que cette surface jouit de la pro- 
priété indiquée; car, pour avoir l’enveloppe du plan langent, il 
faut joindre à l’équation (20) les deux suivantes 

qui ne contiennent chacune qu’une seule des variables a, jü et 
montrent ainsi que les deux familles conjuguées a=const., 
|S = const. sont composées de courbes planes. 

La solution que nous venons d’obtenir est très générale; on peut 
démontrer qu'il n’y en a jïas d'autre. Pour cela, nous définirons 
la surface cherchée comme enveloppe du plan 

(22) ■+• t^Y -f- (vZ - i- 7 ?T = O. 


Prenons la dérivée de cette équation par rapport a a, nous 
aurons 


(23 ) 


X J- Y— - 4 - Z — -4- T — 
" da ‘ àx dx üx 


Ces deux équations représentent, on l’a vu, la tangente la 
courbe a= const., toutes les fois que les deux familles (a), (fi) 
sont conjuguées- 

Or, si les courbes de paramètre a sont planes, elles seront déter- 
minées par une équation de la forme 

(24) X/i(a) H- ^Mx) -H ZMx) + T/4 (a) = o, 

et, par conséquent, les trois plans définis par les équations (22), 
(28), (24) contiendront une même droite, la tangente à la courbe 
a = const. ; l'une de ces trois équations devra donc être une com- 
binaison linéaire des deux autres. Ecrivons que la troisième 
s’obtient en ajoutant les deux autres, respectivement multipliées 
par [JL et par nous aurons le système 
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Ln éliminant par une dijBFérentîation les fonctions ... on 
verra que tv, p doivent satisfaire à la même équation du 

second ordre 


c’est-à-dire 



O, 


{ ‘i'j ) 


. r;sO r)f) dl . C).x 


En considérant de même les courbes j 3 =:const., on trouverait 
que les coordonnées tangentielles doivent aussi satisfaire à Té- 
(juation semblable 


( V»,() ) 


dxO^ ‘ djL doL dx 


Or nous avons vu que (r, p ne peuvent satisfaire eu 

même temps à deux équations de la forme précédente, au moins 
tant que la surface n’est pas développable. Il faudra donc que les 
équations (26) soient identiques; ce qui donne les con- 

ditions 

(jl' _ {JL _ c)lofçV I àix _ dix' 


En portant les valeurs de p. et de ;jl^ dans la dernière équation, 
nous trouvons 

r)2 lo«{X _ d^ 
üxd'^ ■” ’^dxd'f ’ 

d’ou l’on déduil, en intégrant, 


ce qui donne 


V = X/(a)Lp(P), 


dl , fix) 


Si nous portons celte valeur de [ji dans l’équation ( 20 ), elle prend 
la forme 


n^,-ôlV(“)0] = o- 


dx 


On voit que, si nous multiplions les quatre coordonnées ii, r, 
iT’, p par une même fonction \f (o^)? ce qui est évidemment permis, 
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elles satisferont à l’équation 

JÎÜ — 

et l’on retrouve la solution que nous avons donnée a priori. 

Il est vrai que nous avons écarté de notre raisonnement l’hypO' 
thèse où la surface serait développable. Mais, pour obtenir une 
telle surface, il suffira de supposer nulles, dans la formule (ao), 
toutes les fonctions de Ainsi notre première solution donne, 
sans aucune exception, toutes les surfaces pour lesquelles il peut 
exister un système conjugué composé de deux familles de courbes 
planes. 

101 . Il nous reste à indiquer un mode de génération simple des 
surfaces que nous venons d’obtenir. Pour cela, faisant r = i, nous 
envisagerons les deux familles de sphères définies par les équations 

(27) 2/3 (a)^ — 2A(a) =0, 

(28) 2<pi(P)iP 4- 2 03(P);; 2<p4(p) = 0. 

Ces deux familles de sphères sont absolument quelconques, et 
d’ailleurs leur plan radical est précisément le plan tangent de la 
surface cherchée, représenté par l’équation (20). Nous sommes 
donc conduits au théorème suivant : 

Si Von considère dans Vespace deux familles de sphères 
définies de la manière la plus générale, le plan radical d'une 
des sphères de la première famille et d’une des sphères de la 
seconde enveloppera la surface la plus générale admettant 
deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes 
planes. 

Pour déterminer la surface par points, on remarque q^ie les deux 
équations (21) sont les dérivées par rapport à a et à (3 des équa- 
tions (27), (28). Donc : 

Si Von associe à deux sphères de famille différente les 
sphères infiniment voisines, le centre radical de ces quatre 
sphères décrira la surface cherchée. Le plan radical de deux 
sphères infiniment voisines de la même famille contiendra une 
des courbes de Vun des systèmes conjugués. 
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CHAPITRE II. 

SYSTÈMES CONJUGUÉS. — LIGNES ASYMPTOTIQUES. 

Application des propositions précédentes à la détermination des surfaces à lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes. — Caractéristiques d'une équation 
linéaire aux dérivées partielles. — Théorème nouveau relatif aux systèmes con- 
jugués. — Lignes asymptotiques. — Forme la plus simple de leur équation dif- 
férentielle. — Leur détermination dans des cas particuliers. — Surfaces tétraé- 
drales de Lamé. 


102. La proposition obtenue à la fin du Chapitre précédent con- 
duit à une méthode très simple pour la détermination des surfaces 
dont les lignes de courbure sont planes dans les deux systèmes. 
Il suffira, en effet, de chercher, parmi les surfaces enveloppes du 
plan représenté par l’équation (* 20 ), celles pour lesquelles les deux 
familles de courbes conjuguées se coupent à angle droit. 

Considérons la surface enveloppe du plan 

ii'S. -f- P Y -f- iv Z JD T = Oj 

où P, iv, P sont des fonctions de a et de p. La condition d’or- 
thogonalité des courbes de paramètre a et ^ tracées sur l’enveloppe 
est compliquée en général, et contient les dérivées secondes des 
coordonnées tangentielles. Mais elle se simplifie beaucoup quand 
a et jî sont les paramètres de deux familles conjuguées. En effet, 
si x, jK, jZj t sont les coordonnées du point de contact et si l’on 
fait ^ = I , on a les deux équations 





àu d,r ^ f)p dv ùiv ùs 

dp ^ dp da 


d’où l’on déduit les proportions 


dx ^ dy , d^ 
da ■ da * da 


dtr dp du dtp 


dp ^’^dp' 




(0 
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On a des formules analogues pour^, ^ et, en écri\ant la 
condition d’orthogonalité, on trouve Téquation (') 

; / du (h fUv\/ du f)v ()w\ 

I , àii du d^ dv dtv dw\ 

I _ ( ^ ^ _ H, _ ^ j = O. 


(2) 


Remarquons toutefois que cette équation serait illusoire si it^ c^, 
ir, P ne contenaient pas | 3 , car alors les formules (i) n’auraient 
aucune signilication; la surface serait développable. 

Pour appliquer l’équation (a) au problème qui nous occupe, il 
laut faire 

= P = A2-{-B2, tV = Âs-f-B3, 


A|, Ao, Ag désignant des fonctions de a et B|, B2, B3 des fonctions 
de p. On reconnaît que l’équation (2) peut être ramenée à ne 
contenir que les dérivées de la fonction h définie par l’équation 

A® = it^ -f- -H = ( Aj[ -H Bj)* -+- ( A2 -T" B2 f A3 H- B,j )®. 


En effet, cette équation difïérentiée par rapport à a et à jâ donne 
successivement 


, dh du 

A-— = U-- 
O’x Ox 



-H iv 


dix* 

'di ’ 


r)Vi 

üxô^ 


, Oh du dv div 

oh dh _ du du dç dç dix* dix* 
Ox 0'^ dx Ox d^"^ Ox «yp 


En tenant compte de ces relations, l’équation (2) prend la forme 


d^-h _ 


et il faut, pour qu’elle soit satisfaite, que l’on ait 

A = A 4 •+• B 4 • 


On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Pou 7 ' obtenir les surfaces à lignes de courbure planes dans 


(*) Baioscnr, Annales de Tortolini, t. II, p. i35; iSôg. 
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les deux systèmes, on commencera par déterminer les fonctions 
de a et de ^ satisfaisant identiquement cl V équation 

( 3 ) ( Ai- 4 - Bi)sh- (Aj- 4 - (Aa-}- 63')®= l'A^-t- B;)®. 

Quand ces fonctions seront connues^ la surface sera Vençe- 
loppe du plan représenté par V équation 

( 4 ) ( Ai-f- Bi)a 7 + (Ag-f- -h (A3 h- Bi)-^ = A -i- B, 

oit A, B désignent deux fonctions nouvelles qui dépendent res- 
pectivement de OL et de Les lignes de courbure des deux 
systèmes seront définies par les équations 

{ k!^y A 3 x; = A^ 

qui ne contiennent chacune qiCune seule des variables a ou p et 
représentent les plans de ces lignes. 

103. Toute la difficulté du problème est ramenée, par la méthode 
précédente, à la détermination des fonctions les plus générales 
satisfaisant identiquement à la relation (3). Or, si Ton différentie 
cette équation successivement par rapport à a et à p, on est ramené 
à l’équation plus simple 

(6) A' b; h- a; b; h- a; b; = a; b;, 

dont M. J.-A. Serret a donné toutes les solutions possibles dans 
son important Mémoire Sur les surfaces dont les lignes de 
courbure sont planes ou sphériques [Journal de Liouville, 
i**® série, t. XVIII, p. 116). Au lieu de suivre la marche adoptée 
par M. Serret, nous nous attacherons à l’équation (3) que nous 
' écrirons sous la forme 

( 7) (Al — Bi)®h- (Ag — 62)®”!” (Ab — B8)®= (A4 — B4J®, 

en changeant le signe de toutes les fonctions B. 

Cette équation peut être interprétée géométriquement de la 
manière suivante. Considérons la sphère (S), variable et dé- 
pendante du paramètre a, dont le centre a pour coordonnées A^, 
Ao, A3 et dont le rayon est égal, en grandeur et en signe, à A,; 
considérons de même la sphère (S'), dépendante du paramètre p, 
D. — r. 9 
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dont le centre a pour coordonnées Bo, B 3 et dont le rayon est 
égal à B s* L’équation ( 7 ) exprime évidemment que les deux sphères 
(S) et (S^) sont constamment tangentes, 11 faut donc que ces deux 
sphères, emisagées successivement, enveloppent la môme surface 
(S). Et, comme cette surface (S) est touchée suivant un cercle par 
chacune des sphères (S), aussi bien que par chacune des sphères 
(S'), il faut que toutes ses lignes de courbure soient circu- 
laires. 

Nous sommes ainsi ramenés à un problème bien connu, qui a 
été proposé et résolu pour la première fois par Dupin ( * ) : Déter- 
miner toutes les surfaces dont les lignes de courbure sont cir- 
culaires. La solution fournit une surface du quatrième ordre, la 
cyclide de Dupin, dont les normales rencontrent une ellipse et 
une hyperbole, qui sont les focales l’une de l’autre et qui con- 
tiennent les centres de toutes les sphères, tangentes à la surface 
suivant une de ses lignes de courbure. Cette surface peut dégénérer 
soit en un tore, et alors l’ellipse focale se réduit à un cercle, soit en 
une surface de troisième degré, et, dans ce cas, les deux courbes 
focales deviennent des paraboles. 

104. Si l’on suppose que l’ellipse se réduise à un cercle, l’hyper- 
bole se réduira à une droite passant par le centre du cercle et per- 
pendiculaire à son plan. En choisissant le centre du cercle pour 
origine des coordonnées et la droite pour axe des nous obtenons 
une première solution de l’équation ( 7 ) donnée par les formules 
suivantes ; 

Aj = Oj A2= O, A3 = G(, 

Bi=cosp, B2= sinp, B8 = o. 

La surface à lignes de courbure planes correspondante est l’en- 
veloppe du plan 

(8) ^ as — ;rcosP— ysiiip=/(a) + cp(P). 

Les lignes de courbure a = consl. sont dans des i)lans parallèles 


(*) DüPix, Applications de Géométrie et de Méchanique, p. 2üo cl suiv.; 1822. 
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et, par conséquent, cette première classe ne comprend que les sur- 
faces moulures déjà étudiées (n® 86). 

Passons au cas général où l’une des focales est une ellipse. 
Comme on peut multiplier toutes les fonctions A/, B/ par un 
même nombre, on pourra prendre, pour cette focale, les équations 

-2 

et Phyperbole correspondante sera alors représentée par le système 

Un point de la première courbe sera défini par les formules 

(9) Æ? = Ai=a, 7 = Ai=o, ^ = A3= 

et, de même, un point de la seconde par les formules analogues 

(10) a?s=Bi = o, j^=B 2=?, ^ = 63= v/X^—i / 1 -h 'y. 

La surface à lignes de courbure planes, correspondante à ces 
valeurs des fonctions A/, B/, sera Tenvcloppe du plan 

(11) ail?— fiy -t- ( ^ y/i^ a 2 — — 1 v/ï^ - = A J “” ? ( ? ^ 

lorsque a et P varieront. 

On trouvera de même, dans le cas où l’ellipse se réduit à une 
parabole, que la surface correspondante est l’enveloppe du plan 

( 12) 2aa:-|-2P7-i-(i — a2— 32)- =/(^a) H- ü( 3 ). 


103 . En résumé, nous obtenons trois classes de surfaces à lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes. Mais il résulte claire- 
ment des raisonnements précédents que la première et la troisième 
peuvent être considérées comme des cas limites de la seconde, qui 
est définie par la formule (n). Nous allons faire connaître un 
nouveau mode de génération de ces surfaces. 

Si Ton différentie successivement par rapport à a et à P Té- 
quation (il), on obtient les deux équations 

(i3) 

V 1 — a® 
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qui représentent, nous l’avons vu, les plans des lignes de première 
et de seconde courbure. Ainsi les lignes de courbure de chaque 
système sont dans les plans tangents d’un cylindre, et les cylindres 
correspondants aux deux systèmes ont leurs génératrices perpen- 
diculaires. 

D’autre part, les deux familles de sphères considérées aun° 101 
ont ici pour équations 

— OiOLX i — = O, 

372 ^24. -2 _ aPy — 2/X‘*— I\/l-h p2;;4_2cp(P) = 0; 

les centres de ces sphères sont situés respectivement sur les deux 
focales. D’ailleurs leurs rayons dépendent des fonctions /(a), 
?(?) varient, par conséquent, suivant une loi quelconque. En 
appliquant le théorème du n° 101, on sera donc conduit à la pro- 
position suivante : 

Pow' obtenir toutes les surfaces à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes , on construira deux familles différentes 
de sphères dont les centres seront assujettis à décrire respec- 
twement deux courbes du second degré, focales Vune de 
Vautre, et dont les rayons varieront suivant une loi quelconque 
pour chacune des deux familles. Le plan radical de deux 
sphères (S), (S), appartenant aux deux familles différentes, 
enveloppera la surface cherchée. Si Von associe à (S) et à (S) 
les sphères infiniment voisines (fS), (S'), le centre radical de ces 
quatre sphères décrira la surface; les plans radicaux de (S) 
et de (S'), de (S) et de (S') seront les plans des lignes de cour- 
bure des deux systèmes (* ). 

Bien que nos raisonnements aient laissé de côté le cas des sur- 
faces développables, les résultats obtenus comprennent ces surfaces 
qui sont, on le reconnaîtra aisément, des surfaces moulures formées 
par les tangentes d’une hélice tracée sur un cylindre quelconque. 



(*) On peut définir la variation du rayon des sphères de chacune des familles 
en assujettissant ces sphères à être tangentes à une courbe choisie arbitrairement, 
située dans le plan de la ligne qui contient leurs centres. Alors on pourra con- 
struire géométriquement le plan radical de chaque sphère et de la sphère infini- 
ment voisine. 
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106. Nous terminerons celle étude préliminaire des systèmes 
conjugués en généralisant la proposition donnée au 98, et, 
pour le faire d’une manière précise, nous commencerons par 
rappeler la définition des caractéristiques d’une équation linéaire 
aux dérivées partielles. 

Soit 


(i6^ 




une telle équation, où les coefficients seront des fonctions données 
quelconques de a et de p. Si l’on substitue à ces variables indépen- 
dantes les suivantes : 


P = cp(a, P), pi=<Ka, P), 
l’équation conservera sa forme et deviendra 

et J -h b T — T h c •+• a -7 h ù ^ — ■ 

dp* dp dpi àp\ dp dpi 


. c'B = O, 


a^b^c ayant les valeurs suivantes : 


(ï7) 


da df3. 




Si donc on veut faire disparaître les deux termes en 

P et Pi devront être deux fonctions différentes satisfaisant à l’é- 
quation 

. V A fàu\* „ du du „ fdu\* 

(dpj -®- 


On peut énoncer ce résultat de la manière suivante : 

Considérons V équation différentielle du premier ordre et du 
second degré 

a £?P* — B c^P + G = O, 

à laquelle nous donnerons le nom ^i’équation différentielle 
des caractéristiques, et qui se décompose en deux équations 
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du premier degré admettant chacune une intégrale^ Soient 


? = ÿ(“ï P'» Pi = ^(a» P) 


tes deux intégrales ainsi obtenues; il faudra prendre p, pi pour 
nouvelles variables si Von veut ramener V équation en 0 à la 
forme 


(20) 


- — — va *- — \-b c 6 = O. 

<?p dpi dp dpi 


On voit que la transformation serait impossible si le premier 
membre de l’équation (19) était un carré parfait. Mais il résulte 
des formules (17) que si Ton prend alors pour p l’intéjjrale unique 
de l’équation (19), l’équation en 6 se réduit à la forme simple ( ' ) 


(21) 


— -f-a' — -^b' — 

dpi dp dpi 


-f- c'6 = O. 


107 . Après avoir rappelé ces définitions et ces propriétés, reve- 
nons aux questions que nous avons en vue, et supposons que 
les quatre coordonnées homogènes t ou u^ v, (V, p soient 


(») On peut même simplifier encore cette équation dès que Ton en connaît des 
solutions particulières; car soient 0,, 0j, deux de ces solutions : si Ton prend 
comme nouvelles variables indépendantes p et le rapport 


et si Ton pose 



la fonction a- satisfera à une équation de même forme que l’équation (21) 

d<s 


d®îr drs , 


-f- c.ff = O. 


Mais, comme cette équation doit admettre les solutions particulières 

(j=i, cr = pj, 


6, et c, seront nuis, et elle se réduira à la forme binôme 




àa 

4 “ = 0 . 

‘dp 


Le raisonnement précédent montre d’ailleurs que cette forme n’est pas typique 
et peut être obtenue d’une infinité de manières. 
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exprimées en fonction de deux variables a et Si l’on a obtenu, 
par un procédé quelconque, une équation de la forme (i6) à 
laquelle satisfont ces quatre coordonnées, on peut la ramener, par 
le procédé que nous avons indiqué, à la forme (20) et l’on re- 
connaît alors immédiatement que les courbes (p), (^4) tracent sur 
la surface un système conjuguée Nous pouvons donc énoncer la 
proposition suivante : 

Quand on a formée dhine manière quelconque^ une équation 
de la forme (16) à laquelle satisfont^ soit les quatre coordonnées 
ponctuelles, soit les quatre coordonnées tangentielles, les ca- 
ractéristiques de cette équation tracent sur la surface un 
système conjugué. 

Une équation de la forme (16), contenant cinq coefficients, n’est 
pas déterminée par la condition d’admettre comme solutions par- 
ticulières les quatre coordonnées ponctuelles, par exemple. Mais, 
si Ton ajoute à cette condition celle d’admettre une cinquième 
solution <p, tous ses coefficients seront parfaitement déterminés, 
ainsi que le système conjugué formé par ses caractéristiques. En 
ce sens, on peut dire que, à chaque fonction cp, correspond un 
système conjugué particulier. 

Ainsi, supposons que l’on prenne des coordonnées cartésiennes 
jK, L’équation (16), devant alors admettre la solution 
9 = ^ = 1, ne contiendra pas le terme en 0, et tous ses coef- 
ficients seront complètement déterminés par la condition qu’elle 
admette, en même temps que x, y^ une nouvelle solution 
particulière <p que nous supposerons exprimée en fonction 
de ÆT, y^ par exemple. Ramenons l’équation à la forme (20) 
en prenant comme nouvelles variables les paramètres p, p, du 
système conjugué formé par ses caractéristiques; et soit alors 

<)2 0 (?0 fJO 

— = A -T — H B - — 

dp âpi dp dpi 


sa forme nouvelle. On aura 
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et les équations analogues en y et z. Si l’on exprime maintenani 

os ô^jz 

que <p en est une solution, et si l’on élimine 
au moyen des équations précédentes, on trouvera 

à-o dr dx /dx dy ^ dy fJjir \ dz djz _ ^ 

dx^ dp dpi âxdy\dp dpi ^ dp dpi/ dz- dp dpi 


C’est une relation à laquelle devront satisfaire, en chaque point 
de la surface, les tangentes aux deux familles conjuguées. 


108. Si J’on prend, par exemple, la valeur suivante de © 


on aura 


dx dx ^ dy dy dz dz 
dp dpi dp dpi dp dpi 


le système conjugué est orthogonal, c’est-à-dire qu’il est formé 
des deux systèmes de lignes de courbure, ce qui nous conduit au 
théorème suivant ; 


U équation de la forme 






H- D — H- E -tq* = 0 , 

da. 


dont les coefficients sont déterminés par la condition qv/elle 
admette comme solutions particulières 


37, J, 


y, Z désignant les coordonnées cartésiennes orthogonales 
d^un point de la surface exprimées en fonction de deux va- 
riables quelconques (L et p, admet pour caractéristiques les deux 
familles de lignes de courbure de la surface. 


L’application suivante, qui est très simple, fournit une vérifi- 
cation de cette proposition. Prenons comme variables indépen- 
dantes deux des coordonnées x et y. L’équation 



H- B 


^2 6 
dxoy 


-h 


G— - 4 -D^ -t-E^ 
dy^ dx dy 


= O, 
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devant admettre les solutions particulières x et j)', on aura d’abord 

D = E = o; 

si Ton exprime ensuite qu’elle admet également les deux so- 
lutions 

on obtiendra les deux relations 

A7'-hB^-4-G^ = 0 , -h Bjogr -i- C('i — y® j = o, 

où /?, gr, r, 5 , t désignent les dérivées de et qui déterminent les 
rapports de A, B, G. L’équation cherchée est donc 

r , « . <5*6 r a -.<5*6 

-- [r(H- ^2) - ^(1 -H [r^gr - I ^pl)] — = O, 

et l’équation différentielle de ses caractéristiques fournit l’équation 
bien connue des lignes de courbure. 

109. La théorie des lignes asymptotiques d’une surface se rat- 
tache par les liens les plus étroits à celle des systèmes conjugués. 
Si l’on groupe ces lignes en deux familles distinctes, comme on le 
fait pour les lignes de courbure, on peut dire que chacune des 
deux familles ainsi obtenues est conjuguée à elle-même. Par con- 
séquent les lignes asymptotiques se conservent lorsqu’on soumet la 
surface, soit à une transformation homographique, soit à une trans- 
formation par polaires réciproques. Le calcul suivant met d’ailleurs 
ces résultats en évidence.' 

Conservons toutes les notations du n® 96. Soient toujours m, r, 
(V, P les coordonnées du plan tangent, x, y, z^ t celles du point 
de contact. On aura, nous l’avons vu, les égalités 

/ ux i>y wz -+■ pt = O, 

' U dx ç dy w dz -h- P dt = 

{ X du -hy dç -hz dw t dp = o. 


( 22 ) 
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qui se rapportent à un déplacement quelconque effectué sur la 
surface. 

Cherchons l’équation différentielle des lignes asymptotiques. 
Il faudra écrire que le plan osculateur de ces lignes coïncide avec 
le plan tangent, c’est-à-dire que le point dont les coordonnées 
sont 

+ y d^y, . . . 


se trouve dans le plan langent. On est ainsi conduit, en tenant 
compte des égalités précédentes, à l’équation 

(23 J U d^x -h V d^y h- w d-z d^t ^ o. 


Les identités que l’on obtient en différenliant les deux dernières 
équations (22) nous permettent de remplacer l’équation précédente 
par une des deux suivantes 

( du dx dv dy -h dw dz dp dt ^ 0, 

( 2.1 ) < 

( X d-u -i- y d^ç Z d^w t d^p = 0. 


qui lui sont équivalentes. 

La première de ces deux formules donne immédiatement l’é- 
quation différentielle des lignes asymptotiques quand la surface 
est définie par son équation, soit en coordonnées ponctuelles, soit 
en coordonnées tangentielles ; mais les formules précédentes (2.3} 
et (24) permettent aussi d’écrire cette équation différentielle si 
l’on suppose que les coordonnées soient exprimées en fonction de 
deux variables a et p. Par exemple, si l’on élimine p, tp, p entre 
la première équation (22), les deux équations (i 3 ) du n** 96 et l’é- 
quation (28), on sera conduit à la relation 


ôx ùx 

ôi 

dy ôy 

^ Uâ. 

f)z ùz 
ÔOL c/p 
dt dt 
0 % c/p 


d-x 


d^^y 


æ^z 


d^t 


= 0, 


qui constitue l’équation différentielle cherchée. Si l’on développe 
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et si l’on ordonne par rapport à rfa, on trouvera 


( 25 ) 


dx dx ^2 ^ 
dtx, 

dy dy d^y 

ôs djs JS 
âx 

â£ dt 
ù% 


du 




X 

dx 

dx 

di^x 


I 

dx 

dx 

doL 

à? 

dxd^ 


1 X 

dx 

d} 


ày 

ày 

d\r 



dy 

àv 

y 

àa 

dz 

dz 

dx 0^ 
d^z 

dx - 

y 

dx 

dz 

dz 


dx 

dp 

dx <93 



dx 


* 

dt 

dt 

du 



dt 

dt 

6 

dx 

W 

dx ^3 


t 

dx 



d-v 


032 


fi? 32 = O. 


dU , 


L’équation en coordonnées tangenüelles est toute semblable et 
s’obtiendra en remplaçant dans la précédente x, z, t par 


ih P- 

Nous pourrions déduire de l’équation précédente la proposition 
déjà démontrée (n® 98) relativement aux systèmes conjugués; car 
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux familles de 
courbes (a), (P) soient conjuguées, c’est-à-dire pour que les 
tangentes aux courbes coordonnées qui passent en chaque point 
de la surface divisent harmoniquement l’angle formé en ce point 
par les tangentes asymptotiques, est évidemment que le coefficient 
de dad^ soit nul dans l’équation différentielle ( 20 ). Nous re- 
trouvons ainsi la condition déjà donnée (n® 97). 


HO. Réciproquement, toutes les fols que l’on connaîtra sur une 
surface un système conjugué, on pourra écrire l'équation des 
lignes asymptotiques sous une forme qui ne contiendra plus le 
rectangle rfarfp. 

Ici se présente une nouvelle occasion d’appliquer la proposition 
de M. Koenigs, car si l’on suppose que la droite D qui figure dans 
l’énoncé de cette proposition s’éloigne à l’infini parallèlement à 
un plan fixe, on reconnaîtra que les sections planes, parallèles à 
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ce plan fixe, ont pour conjuguées les courbes de contact des 
cylindres circonscrits à la surface dont les génératrices rectilignes 
sont parallèles aux diverses droites de ce plan. Si l’on rapporte les 
points de la surface à ce système conjugué, l’équation des lignes 
asymptotiques ne devra contenir que les carrés des différentielles. 

Prenons en effet un système de coordonnées cartésiennes z 
et soient /?, q les dérivées de z considérée comme fonction de x et 
de y. En supposant que le plan fixe ait été choisi pour plan des 
yz^ les variables qu’il faudra adopter seront les suivantes : 

(261 a7=ra, ^7 = P- 

De l’équation 

dz ^ P dx-^q dy^ 

on déduit 

d^z — qy) = P dx —y dq =p d% —y û?p. 

Par conséquent, si Ton pose 

(27) z^qy^z', 

et si l’on exprime g' en fonction de a et de p, l’équation pré- 
cédente nous donnera évidemment 

ôz^ dz' 

ou encore 

(28) y = -ç'i 

p' et q^ désignant les dérivées de zf par rapport à a et à p. 
L’équation différentielle des lignes asymptotiques 

dp dx -h dq dy— o 

deviendra donc, avec les variables a et p, 

( 29 ) dp^ dx — dq^ d^ = o, 

el, si l’on remplace /?', y' par leurs expressions rfa + 
s' da-\- en fonction des dérivées secondes r', d de g', elle 
prendra la forme 


( 3 o) 


r dx^ — t'd^^ = o, 
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qui, comme nous l’avions prévu, ne contient plus le terme 
en dad^. 


m. La forme si simple de cette équation permet d’obtenir un 
grand nombre de surfaces dont on pourra déterminer en termes 
finis les lignes asymptotiques. 

En effet, considérons à la fois une équation différentielle 


(3i) 




et l’équation aux dérivées partielles 
(32) r' — p; = o. 

Si l’on sait trouver une fonction z' satisfaisant à cette dernière 
équation, on en déduira une surface en remontant à par 

les formules 

rr = a, z ^ qy z' — 

Or les lignes asymptotiques de celte surface seraient déterminées 
par l’équation 

= O, 

et, en remplaçant ^ par sa valeur déduite de l’équation (Sa), on 

retrouvera l’équation (Si). Toutes les fois que l’on saura intégrer 
cette équation différentielle en même temps que l’équation aux 
dérivées partielles (Sa), on aura donc des surfaces dont on 
connaîtra les lignes asymptotiques. 

Supposons, par exemple, que l’on prenne pour la fonction o 
une constante /r^. Les équations finies des deux systèmes de lignes 
asymptotiques seront 

P H- Æa = const., P — /c a = const. 

L’équation (Sa) aura pour intégrale générale 

et les coordonnées 5?, s d’un point de la surface seront données 
en fonction de a et de P par les formules 


as= X, 

y = -r(p-hA-a)-F;(p-Aa), 
^ = F — pF^-i-Fi— pF\. 
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112. Voici encore une autre application de la formule (aS). 
Considérons les surfaces pour lesquelles les coordonnées carté- 
siennes ^ sont définies en fonction de deux variables p, pi 
par les expressions suivantes : 

( sr — Aip — — a)", 

(33) I r = — 

( .3 = G ( P — c pi — c j". 


Je dis d’abord que les courbes (p), (p4) tracent sur ces surfaces 
un système conjugué. On vérifie en effet que les trois coordonnées 
satisfont à l’équation 

dd 


Il suit de là que, si l’on cherche l’équation des lignes asympto- 
tiques en appliquant la formule (a5), cette équation ne contiendra 
pas de terme en rfprfpj. En faisant le calcul, on obtient en effet 
l’équation différentielle 


^35) 


mC m — T ) 


n( n — ï) dpf 


<a — p;,à~p). c — P) (a — piji ^ — pi;ic — pi) 


qui s’intégre dans tous les cas par des quadratures, mais dont l’in- 
tégrale est algébrique toutes les fois que le quotient est 

le carré d’un nombre commensurable. 

Dans le cas particulier où m est égal à n, on peut éliminer 
p, p^ et trouver l’équation de la surface, qui est 



c)~- 


(g) — ('a— 6)=r(a — ô)(ô — c)fa — ch 


On reconnaît les surfaces tétraédrales, dont Lamé a commencé 
l’étude dans son Examen des différentes méthodes employées 
pour résoudre les problèmes de Géométrie^ publié en 1818, et 
qui, depuis, ont été l’objet des travaux de nombreux géomètres, 
parmi lesquels il faut citer plus particulièrement M. de la Gour- 
nerie. L’équation (35) se réduit alors à celle qui a été inlégrée par 
Euler et qui donne l’addition des fonctions elliptiques. Parmi les 
formes si nombreuses que l’on peut donner à son intégrale, nous 
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choisirons la suivante 


/Ti / (P — <^)< Pi — a ) 
\ {a~ b){a — c) 




\p — 6Hpi — 6 ) 
— a)\ b~ c\ 




1 ? — c )( ?1 g ) 
( c — a)\c — b) 


OÙ a, p, Y désignent trois constantes arbitraires dont la somme est 
nulle. 

En changeant légèrement les notations, cela donne le résultat 
suivant. 


Les lignes asymptotiques de la surface tétraédrale 

sont déterminées par V équation 

m Jjn 

^/P('5)'- VŸ (?-)'■ = O, 

OÙ a, P, Y sont trois constantes arbitraires dont la somme est 
nulle. Leurs projections sur un des plans coordonnés^ le plan 
des y ^ par exemple ^ ont pour équation ( * ) 


m m 


113. Les formules (33) déterminent un grand nombre de sur- 
faces différentes; elles conviennent en particulier à la surface de 
Steiner pour m = n = a, à la surface des centres de courbure de 

l’ellipsoïde pour m = |, Nous remarquerons qu’elles 

conservent la même forme, lorsqu’on substitue les coordonnées 
tangentielles aux coordonnées ponctuelles. Soit, en effet, 

mX pY - h fpZ — I = O 


(*) Les lignes asymptotiques des surfaces tétraédrales ont été déterminées en 
premier lieu par M. Lie [vozr Tarticle Ueber die Reciprocîtàts-Verhàltnisse des 
JReye^schen Complexes {Gôttingen Nachrichten, pp. 53 - 66 ; 1870)]. La méthode 
indiquée ici a été développée par Tauteur dans le Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, t. I, I” série, p. 355 ; 1870. 



LIVRE II. — CHAP. II. 


ï44 

Véquation du plan tangent; iv seront déterminés par les trois 
équations 


IIX 


WZ = I, 

fKrt 

Ov 

f)z 

Il r- 

P -T- 

— IV = 0, 

Op 

ôp 

0? 

f).r 

dv 

Oz 

U 1- 

r 

1 

II 

c 


<^?i 



qui donnent 

Pi 

U ■= J 5 

Ai a — 6 II a — c) 

- (p — 

Bib — a){ù — c) 

I P — c — c 

— ,*■ I, — — . 

C( c — a)(c — b i 

Si, en particulier, on a 

on obtient des surfaces qui coïncident avec leur polaire réciproque 
par rapporta la surface du second degré 

.r* 

A^i a — b)(a-^c)^ B^(b — aj(b — c) C^( c — a)( c -- b j ^ 

Dans ce cas encore, l’équation différentielle des lignes asympto- 
tiques se réduira à celle d’Euler ( ' ). 

H4. En terminant ce sujet, nous indiquerons, entre la théorie 
des lignes asymptotiques et celle des équations linéaires aux dé- 
rivées partielles, des rapprochements analogues à ceux qui font 
l’objet des n°** 84 et 107. Une famille de lignes asymptotiques 
pouvant être considérée comme un système qui est à lui-même son 
propre conjugué, le théorème du n° 107 nous donne immédiate- 
ment le suivant : 

Si les coordonnées y, js, t ou u, p, (v, /?, considérées comme 
des fonctions de a: et de p, satisfont à une équation linéaire de 
la forme (i6) pour laquelle les caractéristiques sont confon- 

( ‘ ) On pourra consulter une Note sur les lignes asymptotiques de la surface 
dessoudes {Comptes rendus, t. XCVÏI, p. loSg; i883) où Ton trouvera une 
généralisation de la méthode qui est employée dans les derniers numéros de ce 
Chapitre. 



SrSTÈMES GONJÏÏGÜÉS. — LIGNES ASYMPTOTIQUES. l45 

dues^ les caractéristiques de cette équation tracent sur la sur^ 
face une des deux familles de lignes asymptotiques. En parti- 
culier^ si elles satisfont à une équation de la forme 


( 36 ) 




les lignes a = const. sont asymptotiques. 

Cette dernière partie de la proposition se vérifie immédiatement, 
à l’inspection de l’équation (a5), dans laquelle le coefficient de 
rfp- devient nul, en vertu de l’hypothèse. 

Toutes les fois que l’on aura une équation linéaire de la 
forme (36) et que l’on en connaîtra quatre solutions linéairement 
indépendantes, le théorème précédent permettra d’obtenir une 
surface sur laquelle on connaîtra une des deux familles de lignes 
asymptotiques. 


D 


I. 


10 
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CHAPITRE IIL 


DES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET ISOTHERMES. 

Division de la surface en carrés infiniment petits. — Systèmes isothermes et coor- 
données symétriques. — Cartes géographiques. — Résolution du problème pour 
les surfaces de révolution et les surfaces du second degré. — Systèmes iisothermes 
dans le plan. 


Après avoir donné les propriétés les plus simples des 
systèmes conjugués, nous allons considérer les systèmes ortho- 
gonaux et particulièrement les systèmes à la fois orthogonaux et 
isothermes. Nous recherchons d’abord tous les systèmes de coor- 
.données orthogonales permettant de diviser la surface en carrés 
infiniment petits. 

Soit 


l’expression de l’élément linéaire, A et G seront des fonctions 
données de a et de 

C = cp(M, P). 

Considérons 6) quatre lignes coordonnées de chaque 

famille : (A), (A 4 ), (B), (Bi), correspondantes aux valeurs 

Uq, UQ-hduo, Uj U -h du 

de et (G), (C{ ), (D), (Di), correspondantes aux valeurs 

poj vo-\-dvQ, P, 

<le P. Elles déterminent évidemment quatre rectangles infiniment 
petits (i), ( 2 ), (3), (4)- Cherchons s’il est possible de disposer de 
duj rfp, duo, dço, de telle manière que ces rectangles soient tous 
des carrés. La considération de chacun d’eux nous donnera les 
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relations 

/(“Oi «’o) du,^ = o(z/o, Po) dDo, 
o(uo, (>)dfi=/(u„, P)dua, 
o(u, Po)dç’o=/(u, Ot)du, 
f(u, v)du = <s(u, v)dv. 

Ces équations, au nombre de quatre, ne contiennent que trois 
inconnues, les rapports de du^ dv, duo, dvo- L’élimination de ces 
rapports conduira à une condition, que l’on obtient d’ailleurs 
immédiatement en multipliant membre à membre toutes les équa- 
tions. On trouve ainsi 

/( mq . ('o)f(ti, V) _ /(.U, y) 

?(Mo. Po)?(«, P) o(l£, Po)o(Mu, p/ 

Fig. 6. 



Donnons dans cette relation à et à Po des valeurs numériques 
quelconques. Elle prend la forme 

/(«■ p) _ B(k) ^ 
o(m, V) 9i(p)’ 

et, par conséquent, on devra avoir 

A-=/(m, p)= Xe(u), 

C = ?(«, p; = X6i(p), 

\ désignant une fonction quelconque de m et de v. 

Si l’on substitue ces valeurs de A et de C dans l’élément linéaire, 
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oa obtient la nouvelle expression 

X2[02(îi)^fii2 4- 6 J(p) rfpS] 

OU, plus simplement, 

(i) d^\), 

en posant 

= f^{u)du, Pi = f^i(^)d<f. 

Réciproquement, toutes les fois que l’élément linéaire pourra 
être ramené à la forme précédente, la surface, nous le savons 
(n® 65), sera divisible en carrés infiniment petits par les lignes 
coordonnées. 

116. Nous avons déjà rencontré plusieurs surfaces sur lesquelles 
il existe des systèmes orthogonaux et isothermes; nous allons 
maintenant démontrer que l’élément linéaire d’une surface 
quelconque peut, d’une infinité de manières, être ramené à la 
forme (i). Pour comprendre la méthode suivante, il suffît de 
remarquer que, si l’on substitue à Ui, Pi les variables complexes 

a = Wi -h zVi, P = Mj — iVi, 

la formule (i) se présente sous la forme 
(a) = 

Cela posé, considérons une surface quelconque dont l’élément 
linéaire soit donné sous la forme la plus générale 

ds^ = E du^-h 2F -h G 

Posons, pour abréger, 

H2=EG-F*, 

et excluons le cas, qui d’ailleurs ne peut se présenter pour des 
surfaces réelles, où EG — serait nul et où Félément linéaire 
serait un carré parfait (^). On pourra décomposer l’élément li- 


(*) L'élément linéaire n'est un carré parfait que dans le cas où la surface est 
une développable circonscrite au cercle imaginaire de l'infini. En effet, supposons 
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néaire en deux facteurs et écrire 


Si nous égalons à zéro successivement les deux facteurs, nous 
aurons deux équations différentielles. Soient 


P)= a, ^(u, p) = 3 

les intégrales de ces équations ; elles définiront deux familles de 
lignes imaginaires tracées sur la surface et dont Tare sera égal à 
zéro. On aura, comme on sait, 


(3) 


doL 


= fX du -r 




v/E 

rfp = V du ■+■ — dvj 


que l’on ait 

ds^ — (mdu -h ndv’* ). 

Soit ^ le facteur qui rend 

mdu -h ndv 

h 

une dififérentielle exacte. 

On pourra poser 

( t ) ds^ — h'dp) 

h sera une fonction de p et d’une seconde coordonnée curviligne a permettant de 
définir, avec p. les différents points de la surface. Les coordonnées rectangulaires 
æ, y, Z d’un point quelconque de la surface devront satisfaire aux deux équations 

,, ((S)’mIT" (©■=”■ 

(3) < . 

j dx dx dy ây àzds_ 

\ doc dp da dp dx dp 

En diiférentiant la première par rapport à a et à p, on obtient 

I dx d^x ^ d^ dJ d^z _ 

dx dx» dx dx» dx dx» "" * 

^ ^ ^ d»g _ 

dx dxdp dx dxdp dx dxdp 


. Si Ton dififérentie la seconde des formules ( 2 ) par rapport à x, on aura, en tenant 
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IL et V étant des facteurs convenablement choisis; a, P sont évi- 
demment des fonctions de u et de v indépendantes l’une de l’autre ; 
car leur déterminant fonctionnel 

— 2 (XV 2 H 

est différent de zéro. Si on les prend comme nouvelles variables, 
la multiplication des deux formules précédentes nous donnera, 
])our l’élément linéaire de la surface, l’expression 

ds^ == —doid^ 

[XV 

on, en changeant les notations, 

( 4 ) ds^=\^d%d^. 


compte de la seconde équation (3), 

' c)£ ^ __ 


La comparaison des équations précédentes nous montre que Ton aura deux solu- 
tions différentes des équations liomogèncs en ii, ç, w 


Si l’on prend, soit 
soit 

On doit donc avoir 



d*x 


d^z 

da-* 

_ da» 

da» 

dx 

“ dy 

dz 

da 

dx 

da 


d'où l'on déduit, en intégrant, 


dx dy dz 
^ da _ da _ da 

dît’ 

Si l’on désigne par ^ la valeur commune de ces rapports, on aura 
/ a; = /(p)a’4-9(p), 

= =/,(P)«' + 9,(P). 

Écrivons que ces valeurs de «, y, z satisfont aux équations (a), nous trou- 
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Nous aurons souvent à employer le système des variables a, ^ 
qui ont reçu le nom de coordonnées symétriques. Dans le cas 
d’un élément linéaire réel, on peut évidemment supposer que les 
variables a et P soient imaginaires conjuguées, ainsi que les 
facteurs p. et v. Supposons, par exemple, que l’on ait obtenu des 
fonctions a et p. vérifiant la première équation (3); si l’on change 
i on voit que les imaginaires conjuguées de a et de p. 

donnent une solution de la seconde équation. 

H7. Supposons que l’élément linéaire ait été mis de deux ma- 
nières différentes sous la forme (4) ot que l’on ait à la fois 

( 5 ) = Xs di = X's d’^ d^. 

Nous allons montrer que cette équation ne peut avoir lieu que 
si a', P' dépendent respectivement d’une seule des variables a, p. 

En effet, si l’on suppose a', P' exprimés en fonction des variables 


verons 

l/(P)?'(P)+/t(P)?i(P)-+-/.(P)?î(?) = o- 

Si Ton ajoute les équations (6), après les avoir multipliées par /(?)»/»(?)> 
/a(P) respectivement, on aura 

(8) /(P)^+/,(P)r + /a(P)- =/?+/.?,-+- /a 

Si on les multiplie par/', //, /J, on trouvera de même, en les ajoutant, 

ou, en tenant compte de la seconde équation (7), 

L'équation (9) s’obtient en prenant la dérivée de l’équation (8) par rapport à p. 
La surface est donc l’enveloppe du plan défini par l’équation (8). Or, d’après la 
première des formules ( 7 ), ce plan est tangent au cercle de l’infini. 

Les seules surfaces pour lesquelles l’élément linéaire soit un carré parfait sont 
donc les développables circonscrites au cercle de l’infini. Les arêtes de rebrousse- 
ment de ces développables sont des courbes dont toutes les tangentes rencontrent 
le cercle à l’infini et qui satisfont à l’équation 

dx"^ H- dy -f- dz* = O. 
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indépendantes a, jS et si l’on remplace les difiFérentielles dct! ^ 
par leurs valeurs 




l’identité (5) nous donnera les trois équations 

da' d^' _ ^ Ë.' Ë! Ë = ^ 

^ <Ja dp da X'»’ 

La première ne peut avoir lieu que si a! ou dépendent de la 
seule variable a, et, en tenant compte delà seconde, on aies deux 
solutions 

OU 

«'=#(P), P'=^.(a). 

Nous obtenons donc le théorème suivant : 


Lorsqu'on aura mis V élément linéaire sous la forme 
ds^ = l^doL d^^ 

on ne pourra conserver cette forme de V élément linéaire que 
si Von substitue aux variables a, P les variables a', P' déter- 
minées par Viin ou Vautre des systèmes 


I" a' = #(a) P' = #i(?) 

2» «' = ^(P) P' = #i(«) 


118. Des coordonnées symétriques on passe immédiatement 
aux systèmes isothermes. Reprenons, en effet, la formule (4) 
remplaçons a, P par les expressions suivantes 

a = w -H 2V, ^ = ic — îV ; 

elle donnera 

( 6 ) ds^='k'^(du'^-hdv^). 

C’est la forme de l’élément linéaire qui caractérise les systèmes 
isothermes. En appliquant à ces systèmes les propositions déjà 
démontrées pour les coordonnées symétriques, on peut énoncer 
les théorèmes suivants : 

1 ° Sur toute surface il existe une infinité de systèmes ortho- 
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gonaux et isothermes. On les obtient par V intégration com- 
plète de V équation 

ds^ = O. 

2*^ Lorsqu'on a obtenu un système isotherme (z/, r), on passe 
à tout autre système isotherme (jJ ^ p') par Vemploi de Vun ou 
Vautre des systèmes de formules 

, . \ ï^'-hzV=/(K-hlV), 

(g) j w'-f-zV= /(m-îV), 

î v! -i 9 ' =fxiu-r-w\ 

et par conséquent la connaissance d*un seul système orthogonal 
et isotherme tracé sur la surface entraîne celle de tous les 
autres systèmes semblables tracés sur la même surface, 

H 9 . La théorie des coordonnées symétriques et des systèmes 
isothermes, qu’on peut faire remonter au premier Mémoire (*) de 
Gauss, publié en 1825, doit son origine à l’étude d’une belle 
question de Géométrie pratique, celle du tracé géographique d’une 
surface sur une autre, et plus particulièrement sur le plan. La 
théorie des cartes géographiques avait été l’objet d’importants 
travaux de Lambert, d’Euler, de Lagrange. Comme il est impos- 
sible (n® 72 ) de représenter une portion de la sphère, ou de 
toute autre surface non développable, sur le plan, de manière 
à conserver les longueurs des arcs, on s’était surtout attaché 
aux modes de représentation qui conservent les angles, tels 
que la projection stéréographique, la projection de Mercator. 
Ces modes de représentation ont la propriété fondamentale d’é- 
tablir la similitude des éléments infiniment petits qui se corres- 
pondent sur les deux surfaces. Si l’on considère en efiet deux 
triangles correspondants infiniment petits, on pourra les assimiler 


(*) Gjujss, Allgemeine Auflôsung der Aufgabe die Theile einer gegebenen 
Fldclve auf einer andern gegebenen Flàche so abzübiXéUn daes die Abbildung 
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen àhnlich ç^ird {Œuvres complètes, 
t. IV, p. 19 ^)* 
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à deux triangles rectilignes et, comme ils seront équiangles, leurs 
côtés homologues seront proportionnels. Réciproquement, si deux 
surfaces se correspondent point par point, de telle manière que 
leurs éléments linéaires soient liés par la relation 

et si Ton considère sur une d’elles une région assez petite pour 
que l’on puisse y faire abstraction de la variation de \ les lignes 
correspondantes tracées sur les deux surfaces seront dans un 
rapport constant; par conséquent deux triangles correspondants 
infiniment petits seront semblables, et les angles se conserveront 
quand on passera d’une surface à l’autre. 

On peut établir cette proposition d’une manière plus rigoureuse 
en cherchant l’angle de deux courbes tracées sur une surface quel- 
conque. Supposons que l’on se déplace à partir d’un point de la 
surface dans deux directions différentes et désignons par les carac- 
téristiques d, O les différentielles relatives à ces deux déplace- 
ments. Soit 

ds^ = E dd^-\- aF du cfp -h G dç^ 

l’expression de l’élément linéaire. Les formules 

- da: , dx J ^ dx ^ dx ^ 

057 = -r- ÛtM -H -T- ds?. 057 = -T- OM H- -r- 

ôii dv au av 


nous donneront 


(9) c?a7 057 H- 07 ûb 05 = E du ou -h F(du oa 4- dv Bu) -hGdaBa 


et, par conséquent, l’angle V des deux directions sera déterminé 
par la formule 


(ïO) 


cosV = 


E du ou -h F(du oa H- da ou) -f- G df> oa 



On voit qu’il dépend seulement des rapports de E, F, G et 
demeure le même quand l’élément linéaire tout entier est mul- 
tiplié par une fonction quelconque de u et de a. 


120. Comme l’élément linéaire du plan est réductible à la forme 
ds^ = -h d^^, 
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le problème du tracé géographique d’une surface quelconque sur 
le plan peut être formulé comme il suit : 

Mettre l’élément linéaire de la surface sous la forme 

c’est-à-dire déterminer sur la surface un système orthogonal et 
isotherme. 


Et il résulte des développements précédents que, lorsqu’on con- 
naîtra une solution de ce problème, on pourra obtenir toutes les 
autres sans aucune intégration. 

Nous avons vu que, sur toute surface de révolution, les mé- 
ridiens et les parallèles forment un système isotherme. On saura 
donc résoudre le problème pour toutes les surfaces de révolution. 

Considérons, par exemple, la sphère pour laquelle on a 


(il) ds^ = du^-k- sin* u dv^ = sîn* u ( !- dç^ ) . 

^ \smSM / 

Posons 

r .É}L = kx = log tang- î r = ky , 

J sinu ° ^ 


l’élément linéaire deviendra 


( 12) 


ds'^ 


(l-h 


( H- dy-). 


Si l’on fait correspondre au point (i^, s?) de la sphère le point 
du plan dont les coordonnées rectangulaires sont jî, y^ on ob- 
tiendra un mode de tracé dans lequel les méridiens faisant des 
angles égaux seront représentés par des droites parallèles équidi- 
stantes, et les parallèles par des droites perpendiculaires aux pré- 
cédentes. C’est la projection de Mercator. Elle offre l’avantage, 
autrefois très apprécié pour les cartes marines, de faire corres- 
pondre aux loxodromies (courbes qui coupent tous les méridiens 
sous un angle constant) des droites de la carte. 

Si, au contraire, on posait 


du ^ dp 
sinw ”” P ’ 


P = Xrtang 


u 

2 


(^ = O), 
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l’éléinent linéaire deviendrait 


En faisant correspondre au point (iz, v) le point du plan dont 
les coordonnées polaires sont p et (o, on aura un tracé géographique 
dans lequel, aux méridiens correspondront des droites concou- 
rantes, et aux parallèles les cercles concentriques du plan coupant 
toutes ces droites à angle droit. C’est le tracé que l’on obtiendrait 
en faisant la projection stéréographique de la sphère d’un point de 
vue placé au pôle. 


121. Considérons maintenant une surface du second degré re- 
présentée par l’équation 


(i 3 ) 



= 1. 


On peut la regarder comme une surface tétraédrale (n® 112) et 
prendre, pour les coordonnées z d’un quelconque de ses 

points, les expressions suivantes : 

— p)(g — Pi) 

(a — b){a — c) ’ 

6^b — p)(b - Pi) 

(b^a)(b — c) ’ 

g(C"-p)(g- Pi) 

(c — a)(c — b) 



Nous savons déjà que les courbes (p), (p<) forment un s^'stème 
conjugué. Ce système est aussi orthogonal, car les formules pré- 
cédentes permettent de vérifier l’équation 

àa: dx ày ùy ds dz 
dp dpi dp dpi dp dpi 


Le système (p, p 4 ), étant à la fois orthogonal et conjugué, est 
donc formé des lignes de courbure de la surface. Les formules (i4) 
nous permettent aussi de calculer l’élément linéaire dont on obtient 
l’expression suivante : 


(i 5 ) = 


p— Pi r 

4 L(«-"P)(*-P)(<î-"P) 


Pi^P? 

(a— Pi)(6 — pi)(c — pi) 


]■ 
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Posons 



/(a-p)(6-p)(c-p) y/(a_P,)(6__5,)(c_pi) 

et la formule (i5) deviendra 

(16) ds-^ = P-Tiî (rfa*-i- d3»). 

4 

On a donc un système orthogonal et isotherme; son emploi 
permettra de faire la carte de toute région tracée sur la surface du 
second degré (^). 

Il résulte du calcul précédent que les surfaces du second degré 
sont divisibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de cour- 
bure. Cette propriété appartient aussi, nous Pavons déjà vu, auï 
surfaces de révolution. 

Remarquons encore une propriété essentielle de Pélément li- 
néaire des surfaces du second degré. Dans la formule (i6), p est 
une fonction de a, pi est une fonction de p. L’élément linéaire 
appartient donc au type suivant 

(17) 

qui se présentera, sous sa forme la plus générale, dans la théorie 
des lignes géodésiques. 

122. La théorie des surfaces homofocales du second degré con- 
duit à un moyen plus élégant que le précédent d’effectuer le tracé 
géographique d’une surface du second degré. 

Soit 

l’équation d’un système de surfaces homofocales. 11 passera trois 
surfaces du système par un point quelconque de l’espace; l’une 
sera un ellipsoïde correspondant à une valeur pa de X inférieure 
à c, l’autre un hyperboloïde à une nappe correspondant à une va- 


(*) On pourra lire, au sujet de cette représentation, le Mémoire de Jacobi, 
C/eàer die Abbildung eines ungleîchaxigen Ellipsoids auf einer Ebene^ bei 
welcher die kleinsten Theüe âknlich bleiben{Journalde C7rc//€,t.L]X,p.74; i86i). 
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leur pi de X comprise entre h et c, et la troisième un hyperboloïde 
à deux nappes correspondant à une valeur p de X comprise entre 
a et 6. Par conséquent, p, pi, p2 constituent un système de coor- 
données curvilignes, les coordonnées elliptiques de Lamé, propre 
à définir tout point de l’espace. On sait que ce système est ortho- 
gonal; l’expression de l’élément linéaire est la suivante : 

/(p) ^ 

^?i-?KPi-ps) , (P»-PXPs-Pj) 

7 (m /(PO 

où l’on a posé, pour abréger, 

/(p) = (æ-p)( 6— p)(c-p). 

En y faisant p2= o, on retrouverait la formule (i 5 ). 

Le plan 5 = 0 correspondrait à l’hypothèse pa= c. 

D’après cela, considérons l’un quelconque des ellipsoïdes du 
système orthogonal et faisons correspondre à un point quelconque 
(p, Pi) de cet ellipsoïde le point du plan des xy qui a pour coor- 
données elliptiques p', p^ les quantités définies par les deux équa- 
tions suivantes : 




\/(«- Pi)(^— pT) 



/p — pgcfp 

v/(a-p)(6 — p)(c-;p) 
y/pi— Pad^P 

V/ta-pi)(ô-p,)(pi — c) 


Il résulte de la formule (i8) que les éléments linéaires des deux 
surfaces sont proportionnels ; ds^ dd désignant les arcs correspon- 
dants sur l’ellipsoïde et sur le plan, on aura 

_ P — pi 
p'-pi* 

La correspondance établie donne donc un nouveau tracé géogra- 
phique de l’ellipsoïde sur le plan, tracé que l’on peut caractériser 
en remarquant que, si l’ellipsoïde s’aplatit en demeurant constam- 
menthomofocal à lui-même, la région représentée vient, à la limite, 
se confondre avec la carte elle-même. 
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123. Revenons aux propriétés générales des systèmes iso- 
thermes. Si l’on connaît sur une surface quelconque un seul de ces 
systèmes, on pourra tracer sur cette surface non seulement les 
autres systèmes isothermes, mais encore une infinité de systèmes 
orthogonaux. En effet, la connaissance d’un seul système iso- 
therme permet de faire la carte de la surface sur le plan avec con- 
servation des angles et similitude des éléments Infiniment petits. 
Par conséquent, à tout système orthogonal tracé dans le plan, cor- 
respondra sur la surface un système orthogonal. Si, de plus, ce sys- 
tème est isotherme et divise le plan en carrés infiniment petits, 
cette propriété appartiendra au système correspondant de la sur- 
face qui sera, par conséquent, isotherme. 

Il résulte de là que nous pouvons nous borner à étudier sur une 
surface plane les questions relatives à la substitution d’un système 
isotherme à un autre. Désignons par X, Y les coordonnées rectan- 
gulaires d’un point du plan et posons 

z = x-hiy, z'=x-iY. 

L’élément linéaire du plan aura pour expression 

(ig) d^^^dLdL\ 

et, si l’on désigne de même par 5 , les variables complexes 

les formules qui permettent de passer au système isotherme le plus 
général seront 

(20) Z = /(.;), 
ou 

(21) Z = /( 0 , = 

si l’on veut que les nouvelles variables x,y soient réelles en même 
temps que les anciennes, il faudra évidemment que les fonctions 
/, soient, dans les deux cas, imaginaires conjuguées. Pour 
étudier géométriquement les formules précédentes, nous les con- 
sidérerons comme définissant un mode de transformation qui fera 
correspondre à un point m[Xy y) un autre point M(X, Y) du 
même plan. 
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Nous savons déjà qae les deux modes de transformation définis 
par les formules (20) ou (21) conservent les angles et assurent la 
similitude des éléments infiniment petits correspondants. Mais il 
y a ici une distinction essentielle à faire entre les deux systèmes de 
formules. 

Supposons que le point m décrive une certaine courbe 5 soit d$ 
la difl^érentielle de l’arc de cette courbe et co l’angle de sa tangente 
avec l’axe des x. Les formules 

dx = ds coscü, dy^ds sino) 

nous donnent 

( 22 ) dz=^ dse^^, dz^=^dse-^^. 

Désignons de même par rfS et û, les quantités analogues relatives 
à la courbe décrite par le point M(X, Y). On aura également 

( 23 ) dZ = dS dl/ = dS (T-'Û. 

Reportons-nous maintenant aux formules du premier sys- 
tème (20). Elles donnent 

dZ = f{z)dz, dZ'^fl{z')dz'; 
d’où l’on déduit, en multipliant, 

(24) dS^^fiz)f;{z')d.s-^, 

et en divisant 

(a5) 

Donc, si l’on considère deux points correspondants m, M des 
deux figures, les tangentes en ces points à deux courbes corres- 
pondantes quelconques font entre elles un angle constant; par 
suite, à deux courbes de la première figure se croisant en m corres- 
pondront deux courbes de la seconde se croisant en M et y faisant 
un angle, non seulement égal à celui des deux premières courbes, 
mais ayant aussi le même sens de rotation. Si le point de la pre- 
mière figure décrit une petite courbe fermée autour du point m, 
le point correspondant de la seconde figure décrira aussi une 
courbe fermée autour de M et, de plus, les deux courbes corres- 
pondantes seront parcourues dans le même sens. 
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11 n’en est plus de même si l’on emploie les formules (ai); en 
efiFet, la transformation qu’elles définissent se ramène à celle qui 
correspond aux formules (20), précédée ou suivie d’une rotation 
de 180® autour de l’axe des x; par conséquent, dans cette seconde 
transformation, les sens de rotation de tous les angles et de tous 
les parcours seront changés. 


124 . Contentons-nous d’étudier les formules (20) et considé- 
rons seulement les systèmes isothermes réels, c’est-à-dire ceux 
pour lesquels les fonctions /, /i sont imaginaires conjuguées. Nous 
pourrons dire alors qu’à toute fonction de l’argument complexe 
s correspond un système isotherme, et nous aurons la proposition 
suivante, dont on fait un fréquent usage : 

Les courbes planes qu^ on obtient en égalant à des constantes 
la partie réelle et la partie imaginaire dhine fonction quel- 
conque f{z) de la variable complexe z = x-\-yi forment un 
système orthogonal et isotherme. De plus la formule 

z=/(^), 


qui donne deux équations réelles^ définit un mode de transfor- 
mation a^ec conservation de la grandeur et du sens de rotation 
des angles. 


Considérons, par exemple, la fonction 


(26) 


on aura 

X-t-Yi = A-* 



ou 

- 






Ce sont les formules de la transformation par rayons vecteurs 
réciproques où l’on aurait changé en — y. Cette dernière trans- 
formation serait définie par la relation 


Z = 




D.-. r. 
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qui se rattache aux formules ( a i); et elle appartient par conséquent, 
comme l’indique le nom ^inçeï'sion sous lequel elle est souvent 
désignée; au groupe général des représentations conformes qui 
changent le sens de rotation des angles et des parcours. 

La transformation définie par la formule 


où a, c, d sont des constantes, se rapproche de Tinversion en 
ce qu’elle fait correspondre un cercle à un cercle; mais elle s’en 
distingue en ce qu’elle conserve les sens de rotation des angles et 
des parcours, c’est-à-dire assure la similitude directe des éléments 
infiiniment petits. Cette transformation joue un rôle important 
dans les recherches relatives à la théorie moderne des fonctions. 
Pour la distinguer de Tinversîon, nous lui donnerons dans le 
Chapitre suivant le nom de transformation circulaire. Elle sc 
ramène d’ailleurs à celle qui est définie par la formule (26) pré- 
cédée et suivie d’une translation ; elle peut aussi Être remplacée 
par des inversions en nombre pair. 

Le théorème général que nous avons énoncé peut prendre une 
forme nouvelle très importante. Supposons qu’on l’applique non 
plus à /(.s), mais à log/(5). La partie réelle de ce logarithme est 
le logarithme du module de f{^) et la partie imaginaire l’argu- 
ment de /(-s). On obtient donc celte nouvelle proposition : 

Etant donnée une fonction quelconque de la variable com- 
plexe Z, les courbes d'égal module et d^égal argument de cette 
fonction forment un système orthogonal et isotherme. 

123- Les systèmes orthogonaux et isothermes définis par les 
deux théorèmes qui précèdent jouent en Physique mathématique 
un rôle très important. J 'indiquerai les applications suivantes. 

Soient Kj, et M deux points, qui correspondent aux valeurs ota et 
Z de la variable complexe. On a 

Pa désignant la longueur du segment A^M et l’angle que fait ce 
segment avec l’axe des x. De môme, pour un point corres- 
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pondant à la valeur bk de la variable complexe, on a 

p)r. désignant la longueur de B^M et 6]^ Fangle de ce rayon vecteur 
avec Taxe des oc. 

Si donc on considère la fonction 




— ak 
-bk' 


les courbes d’égal module auront pour équation 


PifL 

PiPi 


= const. 
•P» 


et les courbes d’égal argument 


— ô J H- 62 — O2 ... “H ôyj — = const. 


De là le théorème suivant, qu’il serait aisé de généraliser : 

Si Von considère deux groupes de n pôles A<, A2, K^et 
84, Ba, . . B/i, les courbes lieux des points pour lesquels le 
produit des distances aux premiers pôles Ai est proportionnel 
au produit des distances aux n pôles B/ ont pour trajectoires 
orthogonales les courbes lieux des points d^où Von voit les 
n segments A/B; sous des angles dont la somme est constante- 


Dans le cas où les deux groupes ne contiendront pas le même 
nombre de pôles, les théorèmes seront encore applicables, pourvu 
que l’on introduise dans le groupe qui contient le moins de points 
un pôle multiple situé à l’infini dans une direction déterminée, 
mais quelconque. 

Par exemple, les cassiniennes, lieux des points tels que le pro- 
duit de leurs distances à deux foyers fixes F, soit constant, 
admettent pour trajectoires orthogonales les courbes lieux des 
points M tels que la somme des angles formés par les rayons vec- 
teurs MF, MF avec l’axe des x soit constante. Ces dernières 
courbes sont des hyperboles équilatères passant par les foyers 
F, F. 

11 suffit, pour le démontrer, de considérer les courbes d’égal mo- 
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dule et d’égal argument, relatives à la fonction 

c2. 


126. Considérons maintenant l’intégrale 



où c désigne une constante réelle et positive, et cherchons le sys- 
tème orthogonal et isotherme formé par les courbes sur lesquelles 
la partie réelle ou la partie imaginaire de cette fonction demeure 
constante. 

Posons 

(27) ^ = c cos(a -+- j 3 i), v^c- — ^2 = — csin(a-h pî)î 

l’intégrale aura pour valeur a + et les deux familles du système 
isotherme seront définies par les équations 

a = const., P = const. 

Soient F, F' les points du plan ayant pour affixes c et — c; M 
désignant le point dont l’affixe est on aura 

(28) — c = FMe*^^, -3 H- c = 

et par conséquent 

FM = r = mod(5 — c) = c mod[cos(aH- PO = c [cospz — cosa], 
F'M = r = mod(j-l- c) = c mod[cos(a -h PO ->“0 = c[cospi -h cosa ]; 

on déduit de ces équations 

r -h r'= 2C cosPï, 
r' — r = 2C cosa. 

On voit que les courbes de la famille (P) sont des ellipses ad- 
mettant pour foyers F, F'; les courbes de la famille (a) sont les 
hyperboles homofocales. 

D’autre part, si nous employons, avec M. Weierstrass, le sym- 
bole (R pour indiquer la partie réelle d’une fonction, l’équation 
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des ellipses sera évidemment 

dz 


<5)1 




% 


et leur équation diflPérentielle 

cül 


idz 


v/^s — c® 


L’emploi des formules (22) et (28) doits permet de transformer 
cette équation et de lui donner la forme 



(1) désignant l’angle de la tangente à la courbe avec l’axe des x. On 
a donc 


t: 

0) = — 
2 


MF ar-\- MF' X 


ce qui donne la construction bien connue de la tangente à l’el- 
lipse. 

Nous terminerons ces applications, que l’on pourrait varier 
à rinfini, en prenant la fonction 


/(-0 = 


y'/-"*'- à) 


où c et désignent deux constantes réelles et positives. 

Les courbes obtenues en égalant à une constante la partie réelle 
et la partie imaginaire de cette fonction formeront un système iso- 
therme algébrique que l’on peut définir comme il suit. 

Posons : 

yjc 

on aura 

c sii*(a-+- Pï), 5'= csn*(a — PO, 

Z— c =— c cn*(a 4 -pt)» c =— c cn»(a— pi)» 

-s - P =- dn*(a + 
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et, par conséquent, si l’on désigne par r', 7'^' respectivement les 
distances du point (^, y) aux trois points en ligne droite 






on aura 


<3o) 


’ r= c sn(a-hpi) sn(a — pï), 

7’'== c cn(a -h Pi) cn(a — p/), 

r”^ ^ dn(a-}- pi) dn(a — Pi). 

Écrivons les formules bien connues 

cnx cn{x a) -h dnasnx sn(x a) = cna, 
dna? dn(ar -h a) -h cna sna? snfa? -h a) = dna, 

relatives à l’addition des fonctions elliptiques; si nous y substi- 
tuons les valeurs suivantes de jî et de -f- a 

a? = a -h P Z , ar -J- = a — p i, 

nous trouverons, en tenant compte des formules (3o), 

| r'-i-rdn( 2 pi)= c cn( 2 pt), 

7-'^4-r cn( 2 Pi) = ^dn( 2 p/); 

Si l’on remplace ensuite x et j; h- a dans les mêmes formules 
par les valeurs suivantes 

— a7 = a-f-pi, a:-+-a = a — Pz, 

elles donneront les deux relations nouvelles 


(32) 


[ r' — rdn(2a)= c cn(2a\ 

Q 

r" — rcn(2a) = ^dn(2aV 


Les équations (3i) et (82) définissent les deux familles iso- 
thermes. 

Comme on devait s’y attendre, ces deux familles sont repré- 
sentées parla même équation, mais avec des valeurs différentes de 
la constante arbitraire. Elles se composent d’ovales de Descartes 
ayant pour foyers communs les trois points 
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La double équation obtenue pour chaque famille met en évi- 
dence une belle propriété des ovales donnée par M. Chasles dans 
V Aperçu historique, p. 352. 

L’équation dififérentielle commune aux deux familles d’ovales 
est évidemment 



Elle conduit à une construction géométrique très simple des 
tangentes aux deux ovales qui passent en un point M du plan. 
L’angle de l’une de ces tangentes avec l’axe focal sera la moitié de 
la somme des angles que font, avec cet axe, les trois rayons vec- 
teurs menés du point M aux trois foyers. Celte somme n’étant dé- 
finie qu’à un multiple près de Tu, la construction donnera bien deux 
tangentes rectangulaires. 

127. Une famille de courbes isothermes étant définie par une 
équation de la forme 


le paramètre \ de cette famille satisfait à l’équation aux dérivées 
partielles 


(33) 



et, réciproquement, toute fonction), vérifiant cette équation donne 
une famille isotherme. Cette remarque permet de traiter la 
question suivante : 

Proposons-nous de déterminer toutes les familles isothermes 
composées de cercles. L’équation d’un cercle écrite avec les 
variables 5, js' a la forme 

(34) + hz'-î- 0 = 0, 

et l’on obtiendra la famille de cercles la plus générale en prenant 
pour a, h, c des fonctions arbitraires d’un paramètre ).. Si l’on 
exige que cette famille soit isotherme, il faudra que la fonction 
\ satisfasse à l’équation (33). On est ainsi conduit, par un 
calcul facile, à l’équation de condition 

(35) (aô — c){a”z H- h”z ' -H c") — (aô' -h ha'— d z — h' d -f- c' ) = o. 
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OÙ a\ d \ ci^ ^ }f ^ & désignent les dérivées premières et secondes 
de a, 6 , c par rapport à \ et qui doit être une conséquence de 
l’équation (34)- Gomme l’équation (35) est du premier degré seu- 
lement par rapport à 5 et à d ^ elle doit être vérifiée identiquement 
et l’on a 

^ _ i - 

a' ~ b' ah — c 

On déduit de là, en négligeant le dernier rapport et en intégrant, 

a =• le *4" ^ 0 , 
b = me H- 772o, 

Z, Zoi désignant des constantes. L’équation (34) prendra 

donc la forme 


m^z* -f" e(^lz -H m z' -H i) = o 

et représentera nécessairement une famille de cercles passant par 
deux points distincts ou confondus. Il est inutile maintenant de 
continuer les calculs et de déterminer l’expression de c en fonction 
de X; car on sait que toutes les familles de cercles passant par deux 
points distincts ou confondus peuvent se déduire par une inversion 
d’une famille de droites parallèles, ou de droites concourantes, ou 
de cercles concentriques, et sont, par conséquent, isothermes. De 
plus, leurs trajectoires orthogonales, qui sont des cercles, consti- 
tuent également une famille isotherme, conjuguée de la première. 
Nous retrouverons cette dernière propriété comme cas particulier 
d’un théorème général relatif aux cercles géodésiques tracés sur 
une surface quelconque. 

Dans ses Mémoires Sur la construction des cartes géogra- 
phiquesj publiés en 1779 (^), Lagrange a étudié d’une manière dé- 
taillée une belle question que l’on peut maintenant résoudre en 
quelques mots. Considérant la Terre comme une sphère ou comme 
un sphéroïde de révolution, Lagrange se propose de rechercher 
tous les tracés géographiques dans lesquels les méridiens et les pa- 
rallèles sont représentés par des arcs de cercle. Comme les mé- 
ridiens et les parallèles forment deux familles isothermes con- 


(*) Lagrange, Œuvres complètes, t. IV, p. 637. 
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juguées, les résultats précédents nous conduisent à la proposition 
suivante, qui donne la solution complète du problème de Lagrange : 

Les seuls tj'acés géographiques pour lesquels les méridiens 
ou les parallèles soient représentés par des arcs de cercle sont 
ceux pour lesquels ces deux systèmes de lignes sont figurés sur 
la carte par des arcs de cercle. On obtient tous ces tracés^ dans 
le cas où la Terre est supposée sphérique, en combinant avec 
des inver'sions planes la projection stéréo graphique ou la pro- 
jection de Mercator. 
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HEPRÉSEJVTATIOiy CONFORME DES AIRES PLANES. 

Énoncé du problème. — Principe analytique sur lequel repose la solution. — Ke- 
présentation conforme sur la région du plan située au-dessus de Taxe réel d’une 
aire plane à connexion simple limitée par des lignes droites ou par des arcs d(‘ 
cercle. — Méthode de M. Schwarz. — Application au triangle plan limité par 
trois arcs de cercle et au triangle sphérique. 


128. Nous avons reconnu, dans le Chapitre précédent, que l’on 
peut faire correspondre à toute fonction Z =/(z) de la variable 
complexe - une méthode de transformation avec similitude direclc 
des éléments infiniment petits et nous avons exposé les propriétés 
les plus élémentaires des transformations en nombre illimité que 
l’on peut ainsi obtenir. Nous nous proposons maintenant d’étu- 
dier, dans un cas assez étendu, la solution du problème suivant : 

Étant données deux aires planes (A), (A|), déterminer la 
fonction Z = /(;;) qui permet Æ effectuer une représentation 
conforme de Vune des aires sur Fautrej de telle manière qiûà 
un point, pris dans Vintérieur de Vune quelconque des deux 
aires, corresponde un seul point pris dans Vintérieur de 
Vautre, et qu’aux points pris sur le contour de Vune des aires 
correspondent les points pris sur le contour de Vautre. 

L’examen de cette belle question prise dans son énoncé le plus 
général se rattache à la solution des problèmes les plus importants 
de l’Analyse et de la Physique mathématique. Dans l’article 21 
de (^) sdi Dissertation inaugurale, Riemann a montré qu’il est 
toujours possible de la résoudre. La démonstration de Riemann 
s’appuie sur un postulatum auquel l’illustre géomètre a donné le 


( * ) Riemann, Gesammelte mathematUche Werke, p. Sg. 
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nom de principe de Dirichlet. Dans différents travaux, et en 
particulier dans un article inséré aux Monatsberichte (*) de 
TAcadémie de Berlin, M. Schwarz a établi le tbéorème de Riemann 
sans employer le principe de Dirichlet; mais la démonstration de 
l’éminent géomètre n’a pas encore été publiée dans tous ses détails. 

On doit aussi à M. Schwarz (2) des recherches très étendues 
relatives au cas, très important pour la théorie des surfaces mi- 
nima, où les aires planes dont il s’agit d’obtenir une représentation 
conforme sont limitées par des arcs de cercle ou des lignes droites. 
Nous nous proposons de faire connaître ici les principes de la mé- 
thode de M. Schwarz. 

Si l’on peut représenter deux aires planes (A), (A') sur une 
troisième aire (A''), on pourra évidemment les rapporter l’une à 
l’autre avec similitude des éléments infiniment petits. Le problème 
de Riemann peut donc se ramener au suivant : 

Représenter une aire quelconque (A) sur une aire déter- 
minée (A") ; par exemple^ sur la surface d*un cercle de rayon 
donné } ou sur la partie du plan qui se trowe au-dessus de 
Vaxe des x. 

Le problème ainsi posé n’est pas encore pleinement déterminé ; 
car, si l’on considère, par exemple, la région (K) du plan qui se 
trouve au-dessus de l’axe des x^ il est aisé de reconnaître qu’elle 
est applicable sur elle-même d’une infinité de manières, avec 
similitude des éléments infiniment petits. Désignons, en effet, 
par 3 la variable complexe et considérons la transformation définie 
par la formule 


(*) H. -A. SenwARz, XJ éber die Intégration der partîellen Differentialgleichung 
= O unter vorgeschrîebenen Grenzr und Unstetîgkeits-Bedingungen 

{Monatsberichte der Berliner Akademie, octobre 1870, p. 767). 

(*) H.-A. Schwarz, XJeher einige Abbildungsaufgaben (Journal de Crelle^ 
t. LXX, p. io5-t2o, 1869). 

XJeber diejenigen Fàlle in welchen die GaussUchs hypergeometrische Reihe 
eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt (Journal de 
Crelle, t. LXXV, p. 292; 1872). 
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OÙ û 5 , 6, c, rf sont des constantes réelles. Soient Zq et Zo les va- 
riables imaginaires conjuguées de et de Z, on aura 



et, par conséquent, 

® {cz-^ dÿ 

si le déterminant ad — hc est positif, la transformation, qui fait 
correspondre aux valeurs réelles de z des valeurs réelles de Z, 
fera aussi correspondre aux valeurs de dont la partie imaginaire 
est positive, des valeurs de Z jouissant de la même propriété; en 
d'autres termes, elle constituera une représentation conforme delà 
région (K) sur elle-même. On démontrera aisément, soit par l’Ana- 
lyse, soit par la Géométrie, qu’il est toujours possible de trouver 
une transformation de ce genre faisant correspondre trois points 
donnés de Taxe des x à trois autres points également donnés du 
même axe, ou faisant correspondre un point donné quelconque 
dans l’intérieur de (K) à un autre point également donné dans 
rintérieur et, de plus, un point de l’axe des à un autre point 
pris sur le même axe. 

Si l’on admet, comme il est possible de le démontrer, que la 
transformation définie par la formule (i) est la plus générale de 
celles qui réalisent la représentation conforme de la région (K) 
sur elle-même, on voit que le problème de Riemann peut être * 
ramené au suivant qui devient parfaitement déterminé : 

Étant donnée une aire (A) à connexion simple, la repré- 
senter dhine manière conforme sur la partie supérieure (K) 
du plan, de telle manière qu!à trois points pris sur le contour 
de Faire (A) correspondent trois points donnés de Vaxe des x, 

129. Désignons par 

Z = 

la fonction de l’argument complexe qui donnera la solution du 
problème. Nous allons énumérer les conditions auxquelles elle est 
assujettie : 

1 ° Elle doit être uniforme et continue pour toutes les valeurs 



REPRESENTATION CONFORME DES AIRES PLANES. 178 

de 5 représentées par des points pris à Pintérieur de Paire (K); 
si 3o désigne P une de ces valeurs, elle sera développable dans le 
voisinage de la valeur ^o, suivant les puissances entières et posi- 
tives de — ^o- 

2 ° La dérivée /^(-) ne peut s’annuler pour aucun point Zq com- 
pris dans Pintérieur de Paire (K); car, si la dérivée s’annulait 
pour ^ — Zoj il y aurait, dans le voisinage du point Zq, au moins 
deux points z pour lesquels la fonction Z aurait la même valeur, 
et, par conséquent, à un point de Paire (A) correspondraient plu- 
sieurs points de Paire (K), ce qui est contraire à l’hypothèse, 

Fig. 7. 



3® La fonction Z ne doit pas cesser d’être continue pour les 
valeurs réelles de z, qui sont représentées par des points de Paxe 
réel. Seulement, on ne suppose pas que, pour ces points, elle soit 
nécessairement développable suivant les puissances entières et 
positives dez — î car elle n’est définie, dans leur voisinage, que 
pour les valeurs de z dont la partie imaginaire est positive. 

4® Enfin Zj considérée comme fonction de Z, doit satisfaire aux 
mêmes conditions que Z considérée comme fonction de z; c’est- 
à-dire qu’elle doit être, dans le voisinage du contour de Paire (A), 
une fonction uniforme et continue de Z, prenant des valeurs 
réelles quand le point Z vient se placer sur le contour. 

Réciproquement, si une fonction Z satisfait à toutes ces con- 
ditions, on démontrera aisément qu’elle donne la solution du 
problème. Plus généralement si, dans une aire quelconque (A), à 
connexion simple, se trouve définie une fonction Z uniforme à 
Pintérieur de cette aire et satisfaisant aux conditions que nous 
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venons d'énoncer, elle fournira une représentation conforme de 
(A) sur une aire (A'), à connexion simple comme la première, 
mais qui pourra, dans certaines parties, recouvrir plus d’une fois 
le plan si la fonction Z prend plusieurs fois les mêmes valeurs à 
rintérieur de (A) {yoirjig. 7 ). 

Après avoir indiqué les conditions auxquelles doit satisfaire la 
fonction Z, nous allons exposer comment M. Schwarz a donné les 
moyens de déterminer cette fonction dans le cas où. l’aire (A) est 
limitée par des droites ou par des arcs de cercle. 

130. Voici le principe analytique sur lequel repose la so- 
lution ( * ). 

Considérons une fonction Z de - définie seulement pour la 
partie supérieure du plan et satisfaisant d’ailleurs à toutes les con- 
ditions énumérées dans le numéro précédent. Si la fonction est 
réelle pour toutes les valeurs réelles de z voisines d’une valeur 
réelle Zq, elle sera développable dans le voisinage de Zo en une 
série ordonnée suivant les puissances entières et positives de Zq et 
les coefficients de cette série seront tous réels. 

Considérons, en effet (jîg. 8 ), une aire (U) limitée par le con- 

Fig. 8. 





tour A^oBD, comprise tout entière dans la partie supérieure du 
plan, et soit (U') l’aire symétrique de la première par rapport à 
l’axe des .r, La fonction Z n’est connue, par hypothèse, que pour 
la partie supérieure du plan. Mais on peut la définir aussi pour la 
partie inférieure en convenant qu’à deux valeurs imaginaires con- 


(0 Ce principe a été énoncé et démontré par M. Schwarz dans un article déjà 
cité (Journal de Crelle, t. LXX, p. 107). II a été aussi employé par Ricmann 
dans le Mémoire sur les surfaces minima (Gesammelte Werke, p. 297). 
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juguées de la variable, qui sont représentées par deux points placés 
symétriquement par rapport à Oj;, correspondent deux valeurs 
imaginaires conjuguées de la fonction. Ce prolongement ana- 
lytique de la fonction laisse évidemment subsister la continuité 
puisque la fonction Z est, d’après sa définition, réelle et continue 
pour les valeurs réelles de 

La fonction étant ainsi définie dans l’intérieur des aires (U) et 
(U'), considérons les deux intégrales 



prises le long des contours ABDA, ACBA des deux aires. D’après 
le théorème de Cauchy, la première de ces intégrales est égale à 
/(l^) et la seconde est nulle lorsque le point Ç se trouve à l’intérieur 
de l’aire (U) ; si, au contraire, le point ^ se trouve à l’intérieur de 
(U'), le résultat est inverse; la première intégrale est nulle et 
l’autre est égale à /(Ç)(^). Donc, toutes les fois que le point Ç se 
trouve à l’intérieur de l’aire (U)-t-(U'), la somme des deux in- 
tégrales est égale ày*(Q. Mais, si l’on ajoute les deux intégrales, les 
parties relatives à la portion commune du contour AB, étant 
égales et contraires, se détruiront mutuellement, et il restera seu- 
lement l’intégrale 

•IT.lJ -S — î 

prise le long du contour AGBDA. Or on sait, et il est é\ddent, 
que cette intégrale est développable en série dans le voisinage de 
tous les points à l’intérieur du contour et, en particulier, pour les 
valeurs réelles de Ç, qui sont représentées par les points de la 
droite AB. 

On aura, en particulier, pour Ç = 

Z — Zq = a ( 3 — -3o ) -t- ^ -H C ( - — Jq » 


(*) Il y a ici une légère difficulté que nous nous contenterons de signaler et 
qu'il est d'ailleurs facile de faire disparaître, tenant à ce que l'on applique le tliéo- 
rème de Cauchy à une fonction qui n'est pas supposée développable en série pour 
les points du contour. On reconnaîtra aisément que le théorème est encore appli- 
cable toutes les fois que la fonction f{s) est supposée continue dans le voisinage 
du contour de l'aire. 
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et comme à des valeurs réelles de 5 doivent correspondre des 
valeurs réelles de Z, les coefficients a, 6, c seront tous réels. Si, de 
plus, il arrive, comme dans les exemples que nous allons traiter, 
que jz considérée comme fonction de Z doive satisfaire aux mêmes 
conditions que Z considérée comme fonction de l’équation 
précédente, résolue par rapport à z — Zq, devra donner une série 
ordonnée par rapport aux puissances entières de Z — Zo et, par 
conséquent, le coefficient a sera toujours différent de zéro. 

131. Ce lemme préliminaire étant établi, considérons d’abord 
une aire (A) limitée par des lignes droites (L^), . . (L/i). Soit 
Zo l’affixe d’un point situé sur une des lignes (L) et soit hiz 
l’angle de cette ligne avec l’axe réel. Considérons la fonction 

(Z-Zo)a-'V*:r. 

Pour un point Z situé à l’intérieur du contour, elle aura les 
mêmes propriétés que la fonction Z. Si le point Z se trouve sur la 
ligne (L) dans le voisinage de Zo, elle sera réelle, et changera de 
signe quand Z passera par la valeur Zq. Il suit de là que l’on peut 
appliquer le lemme démontré au numéro précédent et poser 

( 3 ) Z - Zo ) = (-Î -- l - - -0 ), 

le symbole /?(- — z^) désignant une série, ordonnée suivant les 
puissances positives et entières de — Zq, dont tous les coeffi- 
cients seront réels, le premier d’entre eux étant différent de zéro. 

Étudions maintenant la fonction Z dans le voisinage de la va- 
leur Zq qui correspond au point de rencontre de deux droites con- 
sécutives (Ljt), (La+<) (jfig* 9 ) faisant entre elles l’angle ait. 

Considérons la fonction Zq — Z; son argument, qui est l’angle de 
la droite ZZo 9) avec l’axe réel, varie entre les deux limites 

— a-Tt, 

quand le point Z se déplace dans l’intérieur de l’aire et se dirige 
de (La) vers (La+î ). Il suit de là que la fonction 

sera réelle et positive sur le côté (La), réelle et négative sur le côté 
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(LA4.^ ) et, d’ailleurs, elle aura les memes propriétés que la fonction 
Z à l’intérieur de Faire (A). L’application du lemine précédent 
nous donnera donc 

[(Zo- = (-= ~ z,)p(z - Z,), 

p(z — Zq) ayant la même signification que précédemment. On 
peut encore écrire en élevant les deux membres de l’égalité à la 
puissance a 

(i) Z - Zo = - - -ü). 


Fîg- 9- 



\(La.) 


Enfin, pour tous les points à l’intérieur du contour, la dérivée 
de Z n’étant jamais nulle, on aura 

(5) ^ — Zo=(-5 — Zq)P{Z — Zq), 


P(3 — Zo) désignant une série analogue à la série p{z — ^o), niais 
dont les coefficients ne sont pas nécessairement réels. 

Il nous reste à considérer le point du contour qui correspond à 
la valeur infinie de z. Comme on peut toujours effectuer la sub- 
stitution 


— f 


qui donne une représentation conforme de la portion supérieure 
du plan sur elle-même, ce cas se ramène aux précédents et l’on 
aura 


( 6 ) 

D.-I. 


Z — Zo = 



la 
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si le point n’est pas un sommet du contour, et 
(rt Z-Z.= Çj,{^ 

si le point est un sommet où les deux eûtes conséculifs se ren- 
contrent sous l'angle ar:, mesuré toujours dans rinlérieur de (X). 

132. Les développements précédents embrassent toutes les hv- 
pothèses possibles. Pour éliminer les constantes Zq et h qui 
changent de valeur quand on passe de Pun à l’autre, considérons 
avec M. Schwarz la fonction 

(S) 

On trouvera par un calcul facile : 

I® Pour un point à Pintérieur de Paire, 

(g) E(^)=Pi(^ — lîy); 

2 ^ Pour un point pris sur un des côtés du contour, 

( 10 ) E(3}=/?i(5 — Sq); 

3*^ Pour un sommet du contour correspondant à Panglc car. 

( 11 ) E(5)= ^ — 5o), 

P, (^ — 3o),/3i(:; ~ ^ïo) désignant des séries de puissances et les 
séries pi {z — -Sq) ayant de plus leurs coefficients réels; 

4'^ Eufin, pour le point correspondant à la valeur infinie de 



si ce point n’est pas un sommet du contour. 

Les trois dernières formules nous montrent que la fonction 
E(z) est réelle pour toutes les valeurs réelles de z et qu’elle peut, 
par conséquent, être prolongée analytiquement d’après la mé- 
thode indiquée au n° 130. D’ailleurs elle n’a, d’après les déve- 
loppements précédents, qu'un nombre limité de pôles, qui corres- 
pondent aux sommets du contour; et elle devientinfiniment petite 
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pour -5 infiniment grand. D’après les théorèmes connus de la 
théorie des fonctions, elle sera donc une fraction rationnelle. 

Soient a, 6, c, . . . , / les valeurs de z qui correspondent aux 
sommets du contour et soient aTî, yr:, ..., àt: les angles 
formés en ces sommets, mesurés dans rintérieur du polygone. On 
aura 


(i3) 

avec la condition 





i) = —2, 


qui n’est que l’expression analytique du théorème relatif à la 
somme des angles d’un polygone. 

L’intégration de l’équation (i3) nous donne 

Z = G - a)2t-i (^ - . . .(^ - / dz C, 

G et G désignant deux constantes arbitraires réelles ou imagi- 
naires. En déplaçant l’aire (A) sans changer ni sa forme ni sa 
grandeur, on peut ramener l’expression de Z à la forme 

(14) Z = H/(;j — /)X-i dz, 

où H désigne une constante réelle. 

Telle est la formule donnée par M. Schwarz (*) et par M. Chris- 
toffel (2). 

Comme on peut prendre arbitrairement (n” 128) les valeurs de z 
qui correspondent à trois sommets du polygone, elle contient en 
réalité 2 7Z — 3 constantes. On peut disposer de ces constantes de 
manière à obtenir la représentation conforme d’un polygone quel- 
conque, mais ce résultat essentiel se déduit seulement du théo- 
rème général démontré par Riemann et M. Schwarz sur la repré- 
sentation conforme des aires planes quelconques, et nous ne 
connaissons aucun travail développé où se trouve étudiée d’une 
manière générale la détermination des constantes a, 6, c, . . . , f, H 
lorsque le polygone est donné. 


(‘) ScnwARz, Ueber einige AbbUdungsaufgaben, p. ii 4 ; i 8 G 4 , tS66. 

(®) CnuisioFFBL, Sul problema delle température stazionarie e la rappresen- 
tazione di una data superficie {Annali di Matematîca, 1. 1 , p. 97; 1867). 
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Dans le cas du triangle, dont la forme est déterminée par la 
valeur des angles, la solution est évidente. En faisant varier la 
constante H, on obtiendra tous les triangles semblables à un 
triangle donné et l’on pourra déterminer cette constante de ma- 
nière à obtenir l’un quelconque de ces triangles. 

Si le polygone est un rectangle, on aura 

a = ? = Y = O = -i; 

Z deviendi'a une intégrale elliptique que l’on pourra supposer ra- 
menée à la forme normale 


(i5) 


Z = H 


r 


Les côtés du rectangle seront 

a=aHK, ô = HK', 


K et K' désignant les intégrales complètes qui entrent dans la 
formation des périodes; par conséquent, si l’on pose 

q e ^ = e ", 
le module sera défini par l’équation 








qui donnera ainsi, dans ce cas particulier, la solution complète du 
problème. 


133. Passons maintenant à l’examen du cas où le contour est 
composé d’arcs de cercles; nous supposerons, pour plus de net- 
teté, que deux cercles consécutifs ne soient jamais tangents. 

Comme on peut toujours, au moyen de la transformation circu- 
laire (n° 124) définie par la formule 


(* 6 ) 


■+■ b 

““ cZi -H rf’ 


transformer en une ligne droite un quelconque des cercles qui 
composent le contour, et même deux cercles consécutifs de ce 



REPRESENTATION CONFORME DES AIRES PLANES. l8l 

contour, nous pourrons appliquer immédiatement les résultats 
obtenus an n° i 31 et nous voyons que Ton pourra toujours choisir 
les constantes réelles ou imaginaires è, c, d de telle manière 
que Zi prenne la forme (3) sur un des côtés, et la forme ( 4 ) en 
un des sommets du contour. On aura donc pour Z les expressions 
suivantes : 


1 ° En un point quelconque du contour, 


(17) 


Z = 


2 ° En un sommet où deux cercles consécutifs font l’angle a-, 
mesuré dans l’intérieur de Taire, 


( 18 ) 


c(;î — ^o )“/>(- 


3° Au point du contour qui correspond à la valeur 00 de 


(ï9) 


Z = 





4 - d 


si le point n’est pas un des sommets du contour, et 



si le point est un sommet où deux côtés consécutifs font Tangle a-n. 

4° Enfin, pour un point à l’intérieur de Taire, on aura, comme 
précédemment, 

(ai) Z — Zq =(-3 — -^o)* 


134. Dans ces différentes formules, a, 6 , c, d désignent des 
constantes réelles ou imaginaires, qui ont des valeurs differentes 
suivant les développements que Ton considère. Voici Tartifice 
ingénieux par lequel M. Schwarz a éliminé tout ce qui concerne 
ces constantes. 
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Soit, d’une manière générale, 


Z = 


€iT h 


cZT dZ — aT — b =: 0 


une relation entre deux fonctions Z et T d’une variable 2. Si l’on 
élimine les constantes par la différentiation, on sera conduit à la 
relation 

(ZTy Z' T 

(zxr Z" r,=:o, 

(ZT)"* Z’' T" 

qui, développée, prend la forme élégante 

, d^- dZ\ I / d , dZy f /2 /, ^\ ï / d , dTy 

OÙ les variables sont séparées. Si l’on adopte une notation de 
M. Cayley (^) et si l’on pose 

. ox [r, ï d^ /, dZ\ I / d , dZy 

(.3) }z,.-|= — , 

on aura donc 

|z, 5j = [T, 

En nous servant des résultats précédents, nous allons étudier 
le développement de la fonction |Z, pour tous les points situés 
à l’intérieur ou sur le contour de l’aire (A) : 

1" Pour un point quelconque du contour, il faut remplacer ï 
par le développement 

(-3 — — -o)> 


qui entre dans la formule (17). On trouve ainsi un résultat de la 

forme « 

j Z, ^ j = h{z — > 3 o ) -H A'( ^ y 

2*^ Pour un sommet, la valeur de T est celle qui figure dans la 
formule (18), 

T =(5 — — 5 o). 


(*) Catley, On the schwarzian dérivative and tke polyhedral functions 
{Cambridge philosophical Transactions^ mars 1880). 
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Un calcul facile donne alors 


3" Pour le point du contour correspondant à la valeur ao de z, 
on trouve de même 

(7 - 1 ^ , 

- + - + 


si le point n’est pas un sommet et si l’on emploie la valeur de ï 
correspondante au développement (tp). St, au contraire, le point 

est un sommet, il faut mettre pour T la valeur ce qui 

donne 


Z, .-1=1 




Remarquons d’une manière générale que, pour tous ces dévelop- 
pementS; les coefficients sont tous réels. La fonction jZ, ;:| est 
donc réelle pour toutes les valeurs réelles de elle pourra être 
prolongée analj’liquement d’après la méthode du n® 130 et sera, 
par suite, définie dans toute l’étendue du plan. 

4*^ Enfin, pour un point à l’intérieur de (A), la dérivée^- ne 

sera jamais nulle et jZ, sera, comme;;, une fonction dévelop- 
pable pour toutes les valeurs de^. 

La fonction {Z, ;:j, ayant toutes les propriétés d’une fraction ra- 
tionnelle pour les valeurs finies de et devenant infiniment petite 
pour Z infini, sera une fraction rationnelle. Soient «i, <7*, . , an 
les valeurs de z qui correspondent aux sommets du contour, oCfT:, 
aoTc, ..., a,;?: les angles correspondants formés par deux côtés 
consécutifs. Si l’on a, pour z = a/, 


ÎZ- 


I T — af 




la fonction 


' % {jS — Ui f z — Ui 


-Av- 


hi 


i 'yi I— »r 


ai 


demeurant finie pour toutes les valeurs finies de z et devenant 
infiniment petite pour z infini, sera nécessairement égale à zéro; 



l’on aura, par conséquent, 


(24) 


iz 





F(5). 


Si le point du contour, qui correspond à la valeur infinie de 
n’est pas un sommet, il faudra, nous l’avons vu, que le développe- 
ment du second membre suivant les puissances de^j commence 
au terme en ~ > ce qui donnera les égalités 


j i:A/ = o, 

( — af)] = O, 


auxquelles devront satisfaire les constantes A/, a/. 

Si, au contraire, le point du contour correspondant à la valeur 
z=az est un sommet où l’angle de deux côtés consécutifs est p-ir, 

le développement devra commencer par le terme > ce qui 
donnera seulement les deux relations 


(26; 





<iih( -t- 



1-3» 


135- La valeur de jZ, sj étant obtenue, la suite des raisonne- 
ments nous conduit à considérer l’équation du troisième ordre 

( 27 ) 

et à essayer de l’intéffrer. 

ti O 

L’origine et les propriétés de cette équation simplifient beaucoup 
la résolution de ce problème. 

En effet, d’après le mode de formation de l’expression jZ, :?j, 
la relation différentielle 

|z,.|=|z„=| 

est équivalente à la relation, en termes finis, 
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et, par suite^ la connaissance àüune seule solution particulière Z| 
de l’équation (27) entraînera celle de l’intégrale générale, qui sera 
donnée par la formule précédente, où les constantes a, 6, c, d 
pourront recevoir des valeurs quelconques. Cette propriété si 
remarquable de l’équation (27) la rapproche des équations linéaires 
et, effectivement, il est aisé de montrer que l’intégration de cette 
équation peut être ramenée à celle d’une équation linéaire du 
second ordre. 

Considérons en effet une équation linéaire du second ordre 


(îi8) 


. de 
‘ ^ 'dz 


5^6 = O, 


où P q sont des fonctions données de et cherchons l’équation 
différentielle à laquelle satisfait le rapport 


(îi9) 


Z = 


6 , 

61 


de deux intégrales particulières. On trouvera, par un calcul facile, 
( 3 o) {z,«[ = 2 gr— 


L’équation ainsi obtenue est de même forme que la proposée (27). 
II suffira de choisir p arbitrairement, de déterminer q par la rela- 
tion 

(30 2?-V-^ = F(-). 

et l’intégration de l’équation (27) sera ramenée à celle de l'équa- 
tion linéaire (28). Si l’on prenait, par exemple, p = 0, l’équation 
linéaire se réduirait à la suivante : 

(32) g + |F(^)e=o. 

Au reste, on s’explique qu’une certaine indétermination puisse 
subsister relativement à l’équation linéaire, puisque le rapport de 
deux intégrales particulières ne change pas quand on les multiplie 
l’une et l’autre par une même fonction donnée, mais quelconque, 
de^. 

L’équation (82), ainsi que toutes celles que l’on obtiendrait en 
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prenant pour p la valeur suivante 



où les constantes sont des nomLres réels quelconques, a tous 
ses coefficients et tous ses points singuliers réels 5 de plus, toutes 
ses intégrales sont l'é^ulières- 

Réciproquement, si l’on considère a priori une équation 
linéaire quelconque du second ordre possédant toutes ces pro- 
priétés, on peut établir que le rapport de ses intégrales donne la 
représentation conforme sur la partie supérieure du plan d’une 
aire plus ou moins complexe limitée par des arcs de cercle. 

Marquons en effet sur l’axe réel {fig- 10) les points singuliers 

Fig. 10. 


<7 



«1, ao, .... cin de l’équation, et soit 



le rapport de deux intégrales particulières quelconques qui, 
d’après les hypothèses relatives à l’équation, sont des fonctions 
uniformes de z dans Taire (U) limitée par Taxe réel et par le demi- 
cercle coW de rayon infini. Dans chacun des intervalles 
a.yaz. . . . , . . . , on pourra obtenir deux intégrales 

particulières qui seront réelles toutes les deux pour des valeurs 
réelles de Si Ton désigne, par exemple, par le rapport de 
ces deux intégrales dans l’intervalle a/, on aura évidemment 

^ _ a/-i -4- r/-, 

/u = ^ , 

Yi-1 -h Oi-i Î/-1 

, Oi_i désignant des constantes réelles ou imaginaires, 
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et comme la variable demeure réelle lorsque le point z décrit 
le segment <2/, on voit que le point Z décrira un arc de cercle. 
Les arcs de cercles décrits par le point Z qui correspondent ainsi 
aux n intervalles forment un polygone fermé dans lequel les cotés 
consécutifs se coupent sous des angles dont la grandeur est quel- 
conque; deux côtés consécutifs peu\ent même être tangents quand 
les développements des intégrales dans le voisinage d'un point 
singulier contiennent des logarithmes. Mais Texamen de tous les 
cas, la définition précise de Faire dont on obtient ainsi la repré- 
sentation conforme nous entraîneraient trop loin. 

Nous nous contenterons de remarquer que l’équation (2^) con- 
tient bien le nombre de constantes qui est nécessaire si Ton veut 
effectuer la représentation conforme d’un polygone quelconque 
composé d’arcs de cercle sur la partie supérieure du plan. En 
effet, la fonction F(;:) dépend de 3/1 constantes réelles liées par 
les trois équations (20), et, comme d’ailleurs on peut prendre 
arbitrairement trois des quantités ai (n° 128 ), il 'reste seulement 
3 /t — 6 paramètres réels ; mais il faut leur ajouter six autres para- 
mètres réels servant à former les trois constantes imaginaires qui 
figurent dans l’intégrale générale de l’équation (27). Le nombre 
3 ;i de constantes réelles ainsi obtenu est précisément égal à celui 
des paramètres arbitraires dont dépend un polygone formé de 
n arcs de cercle. 

Il résulte d’une proposition générale, à laquelle M. Schwarz est 
parvenu parla méthode la plus élégante dans l’article déjà cité (^ ), 
que l’on pourra toujours déterminer ces constantes de manière à 
obtenir effectivement la solution du problème proposé. 


136 . Proposons-nous, comme application, de déterminer la re- 
présentation conforme d’un triangle formé par trois arcs de cercle. 
Nous pouvons toujours supposer que les trois sommets de ce 
triangle correspondent aux valeurs o, i, 00 de 5. Soient A-n, p7r, vît 
les angles du triangle en ces trois sommets. Nous aurons ici 


ï-X* 


i7 ' iz: 


«i l I— «2 


(*) Monatsberichte, p. 768-784; 1870. 
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et de plus le développement suivant les puissances positives de I 

devra commencer par le terme ^ ^ Cette condition détermine 
« 2 , et Ton trouve 


(33) 


Z. 


= i ^ i 1 T — AS— .xg-L-yg 


2 , ■ a (I — 

Or, si l’on considère l’équation 


-O — -; 


(34; s(i — ^-[t — = «>> 


qui définit la série hypergéométrique de Gauss, on reconnaît aisé- 
ment, en appliquant la formule (3o), que le rapport de ses deux 
intégrales satisfait à l’équation (33) si l’on prend 

(35) À2=(l — y) 2, — a— P)2, y2 = (a— P)2. 

On pourra donc exprimer Z par le quotient de deux intégrales 
particulières de l’équation (34). Ces intégrales sont bien connues ; 
on peut déterminer les variations qu’elles éprouvent quand on suit 
un chemin quelconque du plan (^) et l’on vérifie qu’elles four- 
nissent effectivement la représentation cherchée. 

Parmi les quatre systèmes de valeurs de a, p, y déterminés par 
les équations (35), choisissons le suivant, par exemple 

( a = |(i — X — J 14 -V), 

(36) I P — X — fx— .y), 

L’équation différentielle (34) admet plusieurs solutions parti- 
culières, parmi lesquelles nous distinguerons les suivantes 

/ ôi=F(a, p, Yî -^)ï 

(3-) ) 62 = -*'îF(a-f.i — Y» a-Y» *5), 

j Ô3 = F(a, p, a+P-M — Y, 

I Ô* = (i— ^jr-a-PF(Y — a, Y*- P» — « — Pj i — 


(*) Kümmer, üeber die hypergeometrUche JReihe {Journal de Crelle, t, XV, 
i836). 

Goursat (E-), Sur V équation différentielle linéaire qui admet pour intégrale 
la série hypergéométrique {Annales de VÉcole Normale, 2 * série, Supplément 
au t. X; i88|). 
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OÙ le symbole F désigne la série bypergéométrîque de Gauss. Si 
Ton convient que les arguments de >3 et de i — - 5 seront pris égaux 
à zéro quand la variable z sera réelle et comprise entre o et i, ces 
intégrales seront déterminées sans ambiguïté pour toute la région 
supérieure du plan, et les formules que l’on trouvera aux pages 20 
et 21 du beau Mémoire de M. Goursat permettront d'en calculer la 
valeur pour chaque point de cette région. Elles satisfont d'ailleurs, 
dans toute la région considérée, aux deux équations (que l’on 
trouvera à la page 28 de ce Mémoire) 


( 38 ) 

où l’on a 


61= 0563 -î“ ùÔj., 


( 39 ) 


■ r(Y)r(f-a-g) 

\ “ r(y_a)r(Y-P/ 

) , _ r(2 — — a- 8> 

I, “ ’ 


. r(Y)rf«+p-7^ 

r(a)r(. 3 ) ’ 

_ rca — -/trig-T- •/) 


Ces points étant admis, désignons par C une constante réelle ou 
imaginaire et posons 


(40) 


CZ= 

Ol 


Quand jz varie entre 0 et i, le rapport est réel, l’argument 
de Z est constant et égal à celui de Le point Z décrit donc un 


segment de droite OA {Jîg- 1 1). Si au contraire le point :: passe, 
par la partie supérieure du plan, aux valeurs comprises entre o et 
— 00, 6| reste réelle, l’argument de 62 devient égal à t:(i — y) ou 
TtX. L’argument de Z augmente donc de tcX, et, comme il demeure 
encore constant, le point Z décrit un segment OB aj ant son origine 
en O et faisant avec OA l’angle Xtz. 

Supposons maintenant que ^ passe, par la région supérieure du 
plan, aux valeurs comprises entre i et 00- L’intégrale 83 est 
réelle. Quant à l’intégrale 0 *, elle est imaginaire et, comme l’argu-* 
ment de i — devient égal à — t:, celui de l’intégrale est 


— iü(Y — a— P) ou — [XTu. 


Si donc on pose 

«3 
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la variaLle T sera réelle. Eq divisant membre à membre les deux 
équations (38), on aura 


Si Ton change ï en — i et si l’on désigne par Co, Zq les imagi- 
naires conjuguées de C et de Z, on trouvera 


Cy Zy — 


a T- 


Fig. II. 



D ne reste plus qu’à éliminer T entre les deux équations pré- 
cédentes et l’on obtient l’équation 

( ü' CjCq TIL^ ■+* o.h jCi — “ 

— CZ( ia'gî'îiîî— aV ) -J- CoZü(^3!5'eî'l^’ï— hei) = o, 

qui représente l’arc de cercle passant par les points A, B et décrit 
par le point Z quand varie entre i et + oo. 

La puissance £- de l’origine par rapport au cercle précédent a 
pour expression 

r= 1. ^ 

CC« a'V 


oii, en remplaçant ét, V par leurs valeurs, 


, r(;n^)rr 

CCw r^ll— X) / -4- u^v ^ f X'>- ^ ^ 1 4 - v ^' 


Le calcul de cette puissance i- offre de l’intérôt; car, si elle est 
positive, il y aura un cercle décrit de l’origine comme centre et 
coupant à angle droit le coté AB, c’est-à-dire un cercle orthogonal 
aux trois côtés du triangle OAB. Si, au contraire, elle est négative, 
il n’y aura pas de cercle réel satisfaisant à ces conditions. 
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Comme les arguments des fonctions F qui figurent dans la for- 
mule précédente sont tous supérieurs à — i, ces fonctions auront 
le même signe que les variables dont elles dépendent. On reconnaît 
ainsi que la puissance sera négative, si Ton a 

X -h ;jt -i- y > I, 

V 4- r X — ;ji, 

[X-f- I > X-i-V, 

X-f- I > jx + v, 

c’est-à-dire si les angles du triangle OAB satisfont à toutes les 
relations d’inégalité qui existent entre les angles d'un triangle 
sphérique. Au contraire, la puissance P sera positive si les inégalités 
précédentes ne sont pas toutes vérifiées. Ce résultat est bien con- 
forme à celui que donne la Géométrie ; pour qu’un triangle formé 
par trois arcs de cercle soit la projection stéréographique d'un 
triangle sphérique, il faut et il suffit, comme on sait, que le cercle 
orthogonal aux trois côtés du triangle soit imaginaire. 

Si, au lieu de la variable Z définie par la formule f 4 o), nou.s 
avions choisi la suivante 

JJ 

c li (L 



< 7 , c, d désignant des constantes quelconques, nous aurious 
obtenu, au lieu du triangle OAB, un triangle a^ant les mêmes 
angles, mais dont les côtés auraient été, en général, des arcs de 
cercle; car il se déduit du triangle OAB par une transformation 
circulaire quelconque. 

Supposons que les angles \ p., v satisfassent aux relations d'iné- 
galité (42) et prenons pour le module de C la \aleur 



deviendra égal à — i et les trois côtés du triangle OAB seront 
orthogonaux au cercle de rayon i ayant l’origine pour centre. On 
sait que, dans ce cas, les trois côtés peuvent être considérés 
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comme la projection stéréographique de trois arcs de grand cercle 
tracés sur la sphère de rayon i ayant Torigine pour centre. Si donc 
on représente, suivant la méthode de Riemann indiquée au n° 30, 
la variable Z par un point de cette sphère, les résultats précédents 
donnent la représentation conforme de l’aire d’un triangle sphé- 
rique sur la partie supérieure du plan. Le sommet de ce triangle 
qui correspond à l’angle Xtz est placé au point le plus bas de la 
sphère et diamétralement opposé au pôle de la projection stéréo- 
graphique. 
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CHAPITRE V. 

DU SYSTÈME ORTHOGONAL FORMÉ PAR LES LIGNES DE COURBURE. 

Équation difTérentielle des lignes de courbure. — Application à la surface 
G. — l'ormules d’Olinde Rudrigues. — Représentation sphérique de 
Gauss. — Équation linéaire dont les caractéristiques sont les lignes de courbure. 
— Lignes de courbure des cyclides. — L’inversion conserve les lignes de cour- 
bure. — Théorème de Dupin relatif aux systèmes triples orthogonaux. 


137. Les propriétés des systèmes orthogonaux et isothermes ne 
dépendent que de la forme de Télément linéaire et se conservent 
quand on déforme la surface sans altération des longueurs des arcs. 
Il n’en est plus de même pour le système orthogonal qui est 
formé par les deux familles de lignes de courbure. Mais ce système 
se distingue de tous les autres par une propriété essentielle; il est 
à la fois orthogonal et conjugué, il a un rôle extrêmement impor- 
tant dans Texamen d’un grand nombre de problèmes relatifs à la 
théorie des surfaces et, à tous ces points de vue, il mérite que 
nous en fassions dès à présent une étude assez détaillée. 

Une ligne de courbure peut être, on le sait, définie par celle 
propriété que les normales à la surface en ses différents points 
forment une surface développable. L’arête de rebroussement de 
cette développable est évidemment une des développées de la ligne 
de courbure, le point de contact de chaque normale avec l’arête de 
rebroussement est le centre de courbure principal correspondant 
à la ligne de courbure considérée. Nous allons indiquer d’abord 
comment on obtient Téquation différentielle des lignes de cour- 
bure. 

138. Soient jk? ^ les coordonnées rectangulaires d’un point 
quelconque de la surface considérée, r, w des quantités propor- 
tionnelles aux cosinus directeurs de la normale en ce point- Les 
coordonnées X, Y, Z d’un point quelconque de la normale auront 

D. — r. 
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pour expressions 
j'i) X = v-r-ll\ Y=J-i-pX, 

A étant une arbitraire dont la variation donnera tous les points de 
la normale. Exprimons qu’il existe un déplacement pour lequel ce 
point décrit une courbe tangente à la normale; nous aurons 
les équations 

dix-- ul) _ d(y — vl) _ d(Z’^ tvl) 

M ”” P ~ (P 

ou, plus simplement, en retranchant cTa des trois rapports égaux, 

dx — X du djr dv __ dz -hl dw 
' ^ U s? ^ w 

L’élimination de \ nous donnera l’équation différentielle 

dx du U 

( 3 ) ^p P = O, 

dz dw w 

qui est celle des lignes de courbure. En la développant, on trouve 

(4) da{vdz— w dy)-h dv{ wdx— udz) h- dw{u dy — p dx') = o. 

Cette équation détermine les directions des deux lignes de 
courbure qui passent en chaque point de la surface; les formules 
( 2 ) feront connaître la valeur de \ relative à chaque ligne de cour- 
bure, et le centre de courbure correspondant sera alors défini par 
les formules (i). 

139. On est encore conduit à l’équation (4), si l’on emploie 
une autre méthode qui repose exclusivement sur l’emploi des 
coordonnées de la normale. On sait que Plücker a considéré la 
ligne droite comme un élément de l’espace et qu’il l’a définie, 
comme on le fait pour un point ou un plan, par des coordonnées. 
Nous allons indiquer le système de détermination qui conduit aux 
calculs les plus symétriques. 

Soient 

i h Z — c/H- a! == o, 

( c:r — a- 4- = o 


( 5 ) 
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les équations d’une ligne droite. On pourra joindre à ces équations 
la suivante 

^5') ay — hx-\-c'=zo, 

pourvu que c' soit déterminé par l’équation 

(6) aa' -h bb^ cc' = O. 

Les équations (5), (5') représentent les projections de la droite 
sur les trois plans coordonnés. Cette droite est parfaitement dé- 
terminée quand on connaît les six quantités a, a\ b\ c, c'; 
nous dirons que ces six quantités, qui doivent toujours satisfaire 
à la condition (6), sont les coordonnées homogènes de la ligne 
droite. 

Supposons que ces six coordonnées soient des fonctions données 
d’un paramètre; la droite engendrera une surface réglée. Pour 
que cette surface soit développable, il faudra qu''il existe une 
courbe tangente à toutes les positions de la droite; en d'autres 
termes, il faudra que l’on puisse déterminer les coordonnées •TjJ, z 
d’un point variable vérifiant les équations de la droite et satis- 
faisant aux conditions 

dx ^ dy __ dz 
a b c " 

Si l’on différentie les équations (5) et (5') en tenant compte des 
relations précédentes, on trouvera que les coordonnées v, z 
doivent vérifier les trois équations 

I Z db — y de -i- da! — o, 

( 7 ) * X de — Z da~^ db' = 0, 

{ y da — X db de' = 0, 

qui ne contiennent pas dx^ dy^ dz. Si on les ajoute après les avoir 
multipliées respectivement par da^ db, dc^ on obtient la condition 

(8) dada' db db' de de' O, 

à laquelle doivent satisfaire les différentielles des coordonnées. 
On démontrera aisément que cette condition, qui est nécessaire, 
est aussi suffisante; et, quand elle sera remplie, les formules (5) 
et (7) feront connaître, pour chaque valeur de la variable indé- 
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pendante, le point de contact de la génératrice avec Tarête de 
rebroussement. 

Dans le cas qui nous occupe les équations de la normale sont 
X-a; ^ Y--r ^ Z- J 

“ P tP 


Par conséquent, les six coordonnées de la normale sont i/, r, (v 
et les quantités définies par les égalités 


(0) 


vjz — ivy -f- U* = O, 
ix'x — r' = O, 

iiy — r^r -f- w’ = 0. 


La condition pour que la normale engendre une surface déve- 
loppable sera donc exprimée par l’équation 

f 10) du du -f- di' dç* -i- dw dw* = o, 


que Ton reconnaîtra facilement être équivalente à l’équation (4). 


i iO. Proposons-nous, pour donner une application de la mé- 
thode précédente, de déterminer les lignes de courbure de la 
surface 


(II) 


== c, 


où 7)7, 71, P, C sont des constantes quelconques. L’équation difle- 
rentielle de la surface sera 


dx dr dz 

m h 71 -T- 7? — = O ; 

œ y ^ Z 


les formules (i) deviendront ici 


-, m X 

X = a- 5 

X 


Y = i — 


/Z A 


z = =-£±, 

>' Z 

et les équations ( 2 ) nous donneront 

S) _ t) __ + 7 ) 

^ œ y Z * 

Si nous substituons les valeurs de dx, dy, dz dans l’équation 
différenliclle de la surface, nous aurons l’équation du second 
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degré 

(i3) 


m 


X 


m 


n 



n 


P 


Ah — 


P 


O, 


qui fera connaître les valeurs deX correspondantes aux deux lignes 
de courbure. 

Au lieu de faire correspondre à chaque racine de cette équation 
la ligne de courbure dont la direction est définie par les formules 
(lü), on peut considérer la ligne de courbure perpendiculaire. En 
désignant par dx^ dy^ dz les différentielles relatives à cette 
seconde ligne, on aura l’équation 


n-l) 


X dx 



m 


ydv 



ïi 



= o, 


qui, jointe à l’équation différentielle de la surface, déterminerait 
les rapports de dx^ dy^ dz. Ainsi, pour obtenir les équations 
différentielles des deux familles de lignes de courbure, il suffira 
de remplacer successivement, dans l’équation (i4)î X par les deux 
racines de l’équation (i3). 

Ce point étant admis, l’intégration est facile. Multiplions en 
effet l’équation (ï 4) par «a et ajoutons-Iuî l’équation (i3) multipliée 
par d)^. Nous obtiendrons ainsi une différentielle exacte 

-J-) + nL(x+ -L) =o, 

et, en intégrant, nous aurons 

U désignant le paramètre de la ligne de courbure. Il faudra, pour 
obtenir les deux familles, remplacer successivement X par les deux 
racines de Téquation (i3). Si l’on remarque maintenant que cette 
équation (i3) s’obtient en égalant à zéro la dérivée de l’équation 
(i5) par rapport à X, on sera conduit au théorème suivant : 

Si^ dans V équation (i5), on considère u comme une constante 
et X comme un paramètre variable^ les enveloppes des surfaces 
représentées par cette équation, correspondantes aux diverses 
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valeurs de cottpent la surface proposée suivant ses lignes de 
courbure. 

On voit que ces lignes de courbure seront algébriques toutes 
les fois que la surface proposée le sera, c’est-à-dire toutes les fois 
que m, /i, p seront commensurables. On reconnaîtra de plus, par 
un calcul facile, que la famille de surfaces représentée par l’équa- 
tion (i i) dans laquelle on donne à G toutes les valeurs possibles, 
et les deux familles d’enveloppes dont il est question dans l’énoncé 
précédent forment un système triple orthogonal (^). 

Supposons, par exemple, que l’on prenne 

771 = 71 = — /?=I. 

L’équation (ii) prendra la forme 



L’équation (i3) admettra pour racines 

il en résultera, pour les deux valeurs suivantes 

(17) y'z? = 

(18) y'î?' = -1- a?* — -H JK*. 

Les surfaces représentées par ces deux dernières équations sont 
les lieux des points tels que la somme ou la différence de leurs 


(‘) Dans son Mémoire sur les surf aces orthogonales, inséré en 1847 Journal 
de Liouville {i** série, t. XII, p. 246), M. J.-A., Serret, développant une remarque 
de M. Bouquet, a montré, le premier, que les surfaces représentées par l’équation 
(il) constituent une des familles d’un système triple orthogonal et il a indiqué 
les moyens de déterminer les deux autres familles qui complètent le système. 
Mais il n’a développé les calculs que dans les deux cas 

772 = 1, 72 = 1, i>=I, et 771 = 1, 71 = 1, J0= — l, 

La méthode suivie dans le texte est exposée, avec les généralisations qu’elle 
comporte, dans un Mémoire sur la Théorie des coordonnées curvilignes et des 
systèmes orthogonaux publié par l’auteur {Annales de V École Normale supé- 
rieure, a* série, t. VII, p. 227; 1878). 




DÜ SYSTÈME ORTHOGONAL FORMÉ PAR LES LIGNES DE COÜRBrRE. I99 

distances à Taxe des ^ et à Taxe desj^', c’est-à-dire à deux droites 
rectangulaires qui se coupent, soit constante. 

Si l’on prenait 

TW = 7i=p = 1 , 

les équations des trois familles prendraient la forme 

( = C» 

I — s 3 

(19) I =(ar5-4-ü)jS-h(ü2^s)* •4-(ar2 

( 3 /3 v/z? = (a:*® H- w -h — (æ** — û) 2 -h )\ 

O) désignant une racine cubique imaginaire de l’unité. Ce résultat 
est dû à M. Cayley. 

141. Revenons à la théorie générale. Les formules (a) prennent 
une forme particulièrement remarquable si l’on suppose que w, 
P, (P, au lieu d’être simplement proportionnels aux cosinus direc- 
teurs de la normale, soient égaux à ces cosinus que nous appelle- 
rons c, c', c". Alors les formules (i) prendront la forme 

( 20 ) X = a7-+-cR, Y=j-hc'R, Z = -3 -î-c''R, 

et définiront un point de la normale situé à la distance R du pied 
de cette normale ; cette distance R aura d’ailleurs un signe, elle 
devra être portée dans le sens défini par les cosinus c, c', si 
elle est positive, et en sens contraire si elle est négative. Les for- 
mules ( 2 ) nous donneront les suivantes : 

^ dv-^l^dc' __ dz — R dd 
c ^ c ^ c” 

Ajoutons les numérateurs elles dénominateurs après les avoir 
multipliés respectivement par c, c', </, nous trouverons, en tenant 
compte de l’équation évidente 

c dx d dy + d dz O, 

que la valeur commune de ces rapports est égale à zéro. 

On peut donc écrire les formules suivantes : 

(21) dx ~hKdc ^ dy -\-Kdd dz-k-K dd = o, 

qui sont dues à Olinde Rodrigues et qui jouent un rôle essentiel 
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dans la théorie des lignes de courbure. R désigne le rayon de 
courbure principal correspondant à la ligne considérée, et les 
coordonnées du centre de courbure correspondant sont définies 
par les formules (20). 

l-iâ. On obtient aussi les équations d’Olinde Rodrigues en fai- 
sant usage d'une notion très importante qui est due à Gauss, celle 
de la représentation sphérique. Envisageons une portion quel- 
conque d’une surface donnée et attribuons un sens aux normales 
en tons les points de celte région, en nous attachant à satisfaire à 
la condition que les cosinus directeurs c, c', de la normale soient 
des fonctions continues des deux paramètres qui définissent le 
pied de celle normale. Construisons maintenant le point dont les 
coordonnées rectangulaires son te, d, e'';il appartient évidemment 
à la sphère de rayon i avant pour centre l'origine des coordon- 
nées, et l’on voit que nous établissons point par point une cori'es- 
pondance entre cette sphère et la surface donnée. A un point M 
de la surface coiTCspondra un point m do la sphère, à une courbe 
de la surface une courbe de la sphère, à une région continue de la 
surface une région également continue de la sphère. Ce mode de 
cori'espondance a reçu le nom de représentation sphérique ou 
à" image sphérique de la surface, et Gauss en a fait usage, nous le 
verrons plus tard, pour établir et formuler une des propositions 
les plus importantes de la théorie qui nous occupe. 

Si nous considérons un point quelconque M de la surface et 
son image sphérique 772, il résulte de notre définition que le plan 
langent à la surface au point M est parallèle au plan tangent de la 
sphère en m; les normales aux deux surfaces sont parallèles, et, 
en ce qui regarde leurs sens, on voit qu'au sens positif de la nor- 
male à la surface correspond celui de la normale extérieure à la 
sphère. 

Imaginons que le point M se déplace à partir de sa position ini- 
tiale sur la surface et décrive un élément de courbe MM', le point 
m qui lui sert d’image se déplacera à partir de m et décrira un 
élément de courbe mm\ Cherchons la relation entre ces deux élé- 
ments coiTespondants. 

Il est évident d’abord que l’arc mm^ mesure en grandeur l’angle 
des normales en M et M' ou, ce qui est la même chose, l’angle 
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infiniment petit des plans tangents à la surface en ces deux points. 
C’est là une première propriété très importante de la représenta- 
tion sphérique : elle permet d’étudier géométriquement la varia- 
tion dn plan tangent. 

D’autre part, la tangente mm! de la sphère et la tangente iOf 
de la surface ont évidemment pour conjuguées des droites qui 
sont parallèles, puisque les plans tangents aux points correspon- 
dants des deux surfaces le sont toujours. Or, dans la sphère^ la 
conjuguée d’une tangente est perpendiculaire à cette tangente. On 
peut donc énoncer la proposition suivante : 

U angle des tangentes en m et en M aux deux courbes cor-' 
respondantes mm! et MM' est complémentaire de angle formé 
par La tangente à la surface açec sa conjuguée. 

Ou autrement : 

A une tangente MT de la surface ayant pour conjuguée MT' 
correspond une tangente mt de la sphère perpendiculaire it 
MT'. 


Appliquons cette remarque générale aux cas particuliers les 
plus intéressants. 

Supposons d’abord que MT soit une tangente asymptotique : 
elle coïncidera avec sa conjuguée MT' et sera, par conséquent, 
perpendiculaire à son image sphérique. On aura donc l’équation 
différentielle des lignes asymptotiques en écrivant que les dépla- 
cements correspondants sur la surface et sur la sphère sont per- 
pendiculaires. On est ainsi conduit à l’équation 

dx de H- dy dd -h dz dd = o, 

que l’on déduit, en effet, de la première des formules (24) [p- 
en y faisant ^ = t. 

Prenons maintenant pour MT une tangente principale : MT 
sera perpendiculaire à MT' et, par conséquent, parallèle à mï\ et, 
réciproquement, si MT est parallèle à mt^ elle sera perpendicu- 
laire à sa conjuguée. Ainsi, les tangentes principales sont caracté- 
risées par la propriété d’être parallèles à leur représentation sphé- 
rique. En écrivant les conditions de parallélisme, nous retrouvons 
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les équations 

dr __ __ ds 

'de dd '' 'dd‘^ 

qui sont celles d’Olinde Rodrigues, d’où l’on aurait éliminé le 
rayon de courbure R (^). 

Nous aurons fréquemment l’occasion d’employer la représenta- 
tion sphérique et nous nous contenterons, pour le moment, des 
remarques élémentaires qui précèdent. Avant de continuer l’étude 
générale des propriétés des lignes de courbure, nous indiquerons 
comment on peut former leur équation différentielle dans les cas 
très variés qui peuvent se présenter. 

143- Supposons d’abord que la surface soit considérée comme 
lieu de points et que les coordonnées rectangulaires 7', z soient 
des fonctions données de deux paramètres a, p. On pourrait em- 
ployer Téquation (4); la méthode suivante conduit au résultat 
d’une manière plus symétrique. 

Les équations de la normale au point (jr, r, z) seront 


ou 

(aa) 






(Z-; 


^àx 



dr 



-t- I rr— 

diL 


dx 

= 0, 

« dx 

•XT àr 

rr àz 

dr 






= 0, 



Exprimons que la normale engendre une surface développable, 
c’est-à-dire qu’il existe un déplacement pour lequel un point con- 


(‘) Voir Z. BERTaAND, Traite de Calcul différentiel, pp. 665 et 697 . 
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venablement choisi (X, Y, Z) de cette droite satisfait 
équations 






dx dy dz _ 

^ 3p ^ ~ 


2 o 3 

aux 


DiEférenlions les équations (22), en tenant compte des précédentes ; 
nous aurons 


(^4) 


oct On On On 

yr J V r, ,0r 


O, 


O. 


L’élimination de X, Y,Z entreles formules (22) et(24)nous don- 
nera l’équation différentielle des lignes de courbure sous la forme 
d’un déterminant 


àx 

ôx 

dx 

dx 

àoL 

5? 

^ On 

‘'55 

dy 

ày 



àn 

dfj 


à? 

dz 

ds 


d~ 

d% 

àj 


dr 

dr 

4 


dn 




et les formules (22) et (24) feront connaître le centre de courbure 
principal correspondant à chaque ligne de courbure. 

Le résultat précédent peut être encore présenté sous la forme 
suivante. Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles 
de la forme 


(a6) 


■^55“ ® <)a ^ ^ <?a ® £»;i “ ’ 


et exprimons qu’elle admet les quatre solutions particulières jr, 
y J 5, r; nous aurons ainsi quatre équations qui détermineront les 
rapports mutuels de A, B, C, A', F. L’équation linéaire pourra 
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même s’écrire sous la forme d’un détermlaant 


dn 

<?2Ô 

<)2e 


07? 


dp» 

d% 

()Sj? 

d-x 

d-x 

dx 


üxù^ 

c/p» 

ÔT. 

à^y 

Cl ' 

; 



l)7? 

da 




d^-z 



07? 




d^r 

dV 



1)7? 





^0 

O? 

âx 


Il suffît de comparer cette équation au déterminant (aS) pour 
reconnaître que l’équation différentielle des lignes de courbure, 
ordonnée par rapport à rfa, pourra s’écrire 

( 9“ ) A — B doLd^ -h C = o, 

A, B, C étant les coefficients qui figurent dans l’équation (26). 
Nous pouvons donc énoncer cette première proposition : 


Lorsqu’on aura obtenu^ par un procédé quelconque, l’équa- 
tion aux dérkées partielles de la forme (26) à laquelle satisfont 
à la fois + l’équation différentielle des 

lignes de courbure sera donnée par la formule (27). En 
d’autres termes, les lignes de courbure seront les caractéris- 
tiques de cette équation aux dérivées partielles. 


C’est la proposition déjà obtenue par une autre voie au n" 108. 


14i. Nous rattacherons au résultat qui précède le théorème sui^ 
vant : 


Étant donnée V équation 


C)2Ô 

OrLà^ 



_ ^ - 


oîi A, B, C sont des fonctions quelconques de a, p, si l’on en 
connaît cinq solutions particulières liées par une équation ho- 
mogène du second degré à coefficients constants, on pourra 
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obtenir une surface dont on saura déterminer les lignes de 
courbure. 

Soient, en effet, 6| , 62» • - les cinq solutions satisfaisant à la 
relation homogène du second degré 

o( 0 i, 62. Ôj, O4, 63) = O. 

On pourra^ en effectuant sur ces solutions une substitution 
linéaire à coefficients constants, ramener la relation précédente à 
la forme 

(28) eî 4 - 6 j-f- 0 J ~204 03 = o. 

Faisons dans l’équation en 0'la substitution 

e = <i 05 ; 

CT satisfera à une équation linéaire comme 6, mais celte équation, 
devant admettre la solution cr = i, sera de la forme 

^>25- ^ /)7 f)rs 

et ne contiendra plus le terme eu cr. Elle admettra les solutions 
particulières* 

Oj Oj) 0» 61 

(><>; «^ = 6,» r=ô:’ ^=0^’ '-=5-/ 

qui sont liées par la relation 

-L. yS -U 

= r. 

•1 

Donc, en vertu de la proposition démontrée au numéro précé- 
dent, la surface lieu du point (^r, ji', z) admettra a et pour para- 
mètres de ses lignes de courbure. 

145. Pour donner une application du théorème que nous venons 
d’établir, nous choisirons l’équation 

^ r)2 0 <)0 

^(p (Jpj^ (JP 


(3o) 
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qui admet la solution particulière 

6 = Ay/tp — «Kpi 


quelles que soient les constantes A, a. Nous allons prendre pour 
ces constantes cinq systèmes de valeurs de la manière suivante : 
Posons 

f{iL) = (w — — as).- oîè). 

Les cinq solutions 6/ définies par la formule générale 


( 3 i) 


£i 1 a, — — Oi‘)( a,*— /M 


C^ = T, 2, . 5) 


satisferont à l’identité 


Prenons 


02^... -U0Î =0. 

Xi = Oi, 270 = Oi, Xi = 63 , 

— iôj), iTj = -T- /O^), 


R désignant une constante quelconque 5 les cinq solutions satis- 
feront à ridentité (28). Les formules (29) nous donneront ici 


( 32 ) 



R 6, 

Ô4. -f- îOj 


y 



64 . -r- iOs 
0',. — tO’î 
64 H— tOg 


RO3 


et définiront une surface rapportée au système de coordonnées 
curvilignes formé par les lignes de courbure. On peut d’ailleurs 
trouver l’équation de celte surface de la manière suivante : 

Les équations (82) nous donnent 

— =: 5 ® = 

X "" y Z -hr- z^ — R* ,7*2 -f-.r® -4- 5® -1- R® ’ 

2 R 2 R t 


D’ailleurs les fonctions Bj' satisfont encore à l’identité 


/=8 

Y 0? 
JW at — h 


= 0; 


en les remplaçant par les quantités qui leur sont proj^ortionnelles, 
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on obtient l’équation cherchée sous la forme 


133 ) 


Ot\ /t £^2 ““ ^3 

— R2\* 


I J 


aK 


Ct]^ ““ ^ 


)■ (^ 1 = 4 ^)= 


«3 — A 


= O. 


On trouvera de même les équations qui déterminent chaque 
ligne de courbure. En effet, les radicaux 9,- contiennent d’une 
manière symétrique les trois quantités /i, p, pi ; l’équation précé- 
dente devra donc être encore vérifiée quand on v remplacera /i 
par P et par p^. Cette remarque nous conduit immédiatement à la 
proposition suivante : 


Sî^ dans V équation (33), on considère h comme un para-- 
mètJ'e variable^ les surfaces correspondantes à deux valeurs 
distinctes de h se couperont mutuellement siiWant une ligne de 
courbure commune à ces surfaces. 


Si l’on chasse les dénominateurs dans l’équation (33), on recon- 
naîtra que, le coefficient de A* étant nul, elle est du troisième 
degré seulement par rapport à A; par conséquent, si Ton donne 
à A toutes les valeurs possibles de manière à obtenir une famille 
de surfaces, il y aura trois surfaces de cette famille passant par 
chaque point de l’espace. Ces trois surfaces, devant se couper 
mutuellement suivant des lignes de courbure communes, seront 
nécessairement orthogonales. Ainsi l’équation (33) définit un 
système triple orthogonal, analogue à celui qui est formé par les 
surfaces du second degré, et composé de trois familles représentées 
par la même équation. Si Ton suppose, par exemple, ûTo, « 3 , 
a,s réels et rangés par ordre de grandeur, les trois familles corres- 
pondront aux valeurs de A comprises entre a\ et entre a>i et 
« 3 , entre et a,. 

Les surfaces représentées par l’équation (33) sont du quatrième 
ordre et admettent pour ligne double le cercle de Tinfîni; elles 
ont reçu le nom de cyclides. 


146. Nous indiquerons maintenant une application d’une autre 
nature. On sait que Vin^ersion^ ou transformation par rayons 
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vecteurs réciproques, définie, dans le cas le plus simple, par des 
formules telles que les suivantes 


(34; X = ; 


K2 7* 


Y = 






Z = 




a - -r r- -1- 


fait correspondre une splière ou un plan à une sphère ou à un 
plan, qu’elle conserve les angles, les rapports de similitude des 
éléments infiniment petits. Nous allons montrer qu'elle conserve 
aussi les lis^nes de courbure. 

Considérons, en effet, une surface quelconque (S et soient p, 
Pi les paramètres de ses lignes de courbure. Nous savons que 
J', Z satisferont à une équation de la forme 


(35) 


r)2e , r)0 ^ /)6 

^ "T" ’ 

<;pi dp ôpi 


et cette équation se distingue de toutes celles qui seraient rela- 
tives à d’autres systèmes conjugués par la propriété, déjà signalée, 
d'admettre aussi comme solution -h Ces quatre solu- 

tions de l’équation (35) s'expriment, au moyen de X, Y, Z, do la 
manière suivante : 


K2X K2Y K2Z K' 

X2 -T- Y2 -T- Z2 ’ X^n-ï2^Z2’ Xi ^ Z^ * 

Si donc on elfeclue dans l’équation (35) la substitution 

0 = - 

X3-h\=-t^Z2 


l’équation en c admettra les solutions particulières 

X, Y, Z, I, 


et sera, par conséquent, de la forme 


(36) 




(h 

= Ai-+B, 


^?l 


D’ailleurs l'équation (35) admettait la solution évidente 6 = i 
et, par conséquent, l’équation (36) admettra, en même temps que 
X, Y J Z, la solution 

ff = X2 H- Ya -f- Z2. 
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Il résulte de là que la surface lieu du point (X, Y, Z) aura p, p, pour 
paramètres de ses lignes de courbure. Ce résultat est précisément 
celui qu^il s’agissait d’établir. 

147. On démontre d’ordinaire la proposition précédente en la 
rattachant au théorème de Dupin, relatif aux lignes de courbure 
des surfaces qui font partie d’un système triple orthogonal. Nous 
donnerons, en terminant ce Chapitre, une démonstration nouvelle 
de ce théorème. 

Soient 


(4o) p = pi = fî( y, 

les équations de trois familles de surfaces se coupant mutuellement 
à angle droit. Si l’on résout ces équations par rapport à z. 
les relations 

àx ^ dx dx ^ dy dy ^ dz ùz __ 

5p ci^ ^ (^p 5^1 ’ dp dpi ^ ’ 

^ r{ âx dx dx dx ày dy ^ dz dz 


dp dp2 
dz dz 


S dx dx ^ dx dx ^ dy dy dz dz 


où nous employons le signe S de Lamé pour indiquer une somme 
étendue aux trois coordonnées d’un même point, devront avoir 
lieu identiquement. Si nous différentions la première par rapport 
à p 2 , la deuxième par rapport à p,, la troisième par rapport à p, 


nous aurons 


S dx d^x 
dp dpi dpi ' 

dp dpidps 

S dx d^x 
d^ dp àpi 


I dx d~x 
idfi dp dpi 
( dx d^x 
dp dpi 
1 dx d^x 
)âpt dpdpi 


et, par suite, 


S dx d^x d^x 

dp àpi dpi "" dp dpi ” dp dpi “ 

D’après cela, on voit que l’on aura trois systèmes différents de 
D. — I. i4 
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solutions de l’équation en 

djr 

-7- U ■ 

U, r, cr 

ày àz 

4- -i- — (ç» 

= 0, 

dp 

dp dp 


SI 1 on prend, soit 

d.r 

ày 

ç» = 

àpi 

dz 

U=z—^ 

àpi 

W = 3—, 

àpi 

soit 

dx 


dz 

M= 

àp‘2 

‘ dps’ 

àpî 

soit enfiü 

d-x 


_ à^z 

“ = — T- ’ 

dpi dpi 

J. _ 

dpi 

“ dpi dp, 


Ces systèmes ne pouvant être linéairement indépendants, il faut 
que le dernier soit une combinaison linéaire des deux premiers, 
c’est-à-dire que z soient des solutions particulières d’une 

équation de la forme 


(43 > 


- — -- = 771 - \-n-^ • 

àpi Opz Opi dpz 


Les variables pj, p 2 définissent donc, sur la surface (p), un sys- 
tème conjugué, et comme, parla nature de la question, ce système 
est orthogonal, il est nécessairement composé des lignes de cour- 
bure. On vérifie, d’ailleurs, aisément que l’équation linéaire (43) 
admet aussi la solution particulière 


Q = -h y* -i- -3*. 


148. La démonstration précédente conduit à une nouvelle mé- 
thode de recherche des systèmes orthogonaux. Nous venons de 
voir que les coordonnées x,y^ z et la somme x^ +y^~hz^ satis- 
font à l’équation (43), et il est clair que ces solutions satisïont à 
deux autres équations semblables en p, ps et p^ , p. Nous allons mon- 
trer, réciproquement, que lorsque trois équations linéaires de la 


r)0 dB 

= h 71 

àpi dpi 


forme 

f ()Ut 

(44) 

i <^pl 

1 d*9 

j àpOpt 

1 d»9 

. dpi dp 


()0 

= 771i 3 H Tli 

dps dp 


db 


dH 
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admettent trois solutions particulières z en même temps 
que la somme de leurs carrés x- + -f- 5 ^, le système de coor- 

données curvilignes défini par les expressions de jr, y, z en 
fonction 0 , est nécessairement orthogonal. 

Considérons, en effet, l’une des surfaces coordonnées (p); le 
système de coordonnées curvilignes (p^, p^), déterminé sur cette 
surface par les deux autres familles, est formé des lignes de cour- 
bure de cette surface; car j', 5 , considérées comme des fonctions 
de p^, p 2 , satisfont, en même temps que x- +^>'2 + à la pre- 
mière des équations précédentes. Les surfaces des trois familles, 
se coupant mutuellement suivant leurs lignes de courbure, seront 
nécessairement orthogonales. 


149. Pour ne pas traiter ce sujet d’une manière incomplète, 
nous remarquerons qu’on peut obtenir aisément les coefficients 
// 2 , 7 î, ... quand on connaît l’expression de l’élément linéaire 

= H* cfps H- El dpi 4- Hi dpi 


dans le système orthogonal. Si l’on différentie, en effet, par rapport 
à P , l’équation 

on aura 

JJ (9H __ 

^ àpdpi 


d® CT • 

et, en remplaçant sa valeur déduite de la dernière équa- 

tion (44), 


On a donc 


I âH 


Si l’on substitue cette expression et les valeurs analogues 
(le n.j m, n, ... dans les équations (44)j on les obtient sous la 
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forme 

t ^ I àQ 

h; àpi dp, Hi dp, d?r 

^ ^ I dH de 

Hj dp dpî H dpî dp ’ 

J ^ ^ ^ 

H dp, dp H, dp dp,’ 

qui est due à Lamé. 
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CHAPITRE YI. 

LES COORDONNÉES PENTISPHÉRIQL'ES. 

Du système de cinq sphères orthogonales. — Relation avec une substitution li- 
néaire orthogonale à cinq variables. — Formules principales relatives aux dis- 
tances et aux angles. — Emploi des coordonnées pentasphériques dans la théorie 
des lignes de courbure et dans celle des systèmes orthogonaux. — Inversion. — 
Étude du système de deux sphères. — Les six coordonnées de la sphère com- 
parées à celles de la ligne droite. — La transformation de M. Sophus Lie. 


150. Dans l’étude des systèmes conjugués nous avons vu que 
l’emploi des coordonnées homogènes et tangentielles met en 
évidence les propriétés projectives et dualistiques qui appar- 
tiennent à ces systèmes. Si l’on veut, de même, donner une expo- 
sition satisfaisante de la théorie analytique des lignes de courbure, 
on est conduit à introduire un système particulier de coordonnées 
auxquelles nous avons donné le nom de coordonnées pentaspké-- 
riques. Nous nous proposons de définir, dans ce Chapitre, ce 
système de coordonnées et d’indiquer son rôle dans la théorie des 
lignes de courbure. 

Considérons une sphère quelconque rapportée à des axes rec- 
tangulaires 

2C- -h D = o. 

Son rayon p sera donné par la formule 

Ki 


La forme quadratique qui figure au numérateur joue un rôle 
fondamental dans la théorie de la sphère. Il est naturel de la ra- 
mener à une somme de carrés; et, dans ce but, nous écrivons l’é- 
quation de la sphère sous la forme 


( 1 ) aarp-4- + ays -h ô 


37* Æ*- 

U 


-R* . 


= O. 
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ai 4 

Si l’on désigne par p le rayon et par Xq, jKoî les coordonnées 
da centre de cette sphère, on obtiendra les expressions suivantes 
de ces quantités 


J"o = 




— flcR 

»s . J 

O “T” 


_-PR 

^ ü == K- : 


— rR 


« i. 


• î£ 




OH-IS 


> J?® -4- -5® — P * — — R® 


O — iz 


Si la sphère n’est pas réduite à un point, on pourra toujours 
supposer que l’on a 

(3') a®-4-P®4-Y2^.o®-f-£3=i, 

et l’expression du raj on prendra la forme simple 


Cette formule donne au rayon un signe déterminé; nous re- 
viendrons plus loin sur ce point. 

Si l’on substitue dans le premier membre de l’équation (i) les 
coordonnées d’un point quelconque, ce premier membre aura 
pour Valeur 


S désignant la puissance du point par rapport à la sphère consi- 
dérée. Remarquons une fois pour toutes que, si la sphère se ré- 
duisait à un plan, on aurait 

O H- 4S = O, 

et le premier membre de l’équation (i) deviendrait égal an double 
de la distance du point à ce plan. 

Supposons maintenant que l’on considère, en même temps que 
la sphère représentée par l’équation (i), une autre sphère (S') re- 
présentée par l’équation semblable 

2a'a; h- = o. 

Soient p' le rayon et les coordonnées du centre de 
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cette seconde sphère. Les formules (2) nous donnent 

( (^0 — »o)* ■+■ (ro -y»)® -î- (-0 - -i >® - ?® — ?'* 

(6) ] _ aR»(aa'+^g'-HYY' + 5o'-4-ss') 

' O -H 

et, par suite, l’équation 

(7) aa'-+- YY' -h co' ss' = 0 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les deux 
sphères se coupent à angle droit. Cette condition subsiste quand 
l’une ou l’autre des sphères se réduit à un plan; sa forme nous 
permettra de donner une théorie très simple du système de cinq 
sphères deux à deux orthogonales. 


lo'L Considérons, en effet, cinq sphères (Si), (S2), (S,/) 

de rayons R^ , . . . , Rg et écrivons leurs équations sous la forme 


(8) 


Q > -i- l'® H- -3* — R- 

2 -h 2 Pjtr -i- OA ' — g 

. -f- V® -T* '4- R* 




= o,j 


i = I, 2, 5. 


Nous aurons d’abord, par hypothèse. 

( 9) ' “A Ta -i- oi- H- 4 = I- 

et de plus, les sphères étant orthogonales, 

(10) ajk xjt' -h Pit Pæ' -h Ta TA' H- ^a h' -H 2^* sa ' = o. 

Ces deux groupes de formules rattachent la théorie du 
système des sphères à celle dhine substitution linéaire ortho- 
gonale à cinq variables. Toute substitution de ce genre fournira 
un groupe de cinq sphères orthogonales et vice versa. 

On sait que les relations (9) et (10) entraînent comme consé- 
quence les suivantes 

(11) £zf-H5r|-h...+ a| =I 

( 12 ) «1 Pl-h. . .-4- a5p6= O, 

et toutes ceUes que l’on obtiendrait en remplaçant, d’une manière 
quelconque, a et ^ par a, p, y, 0, e. 
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On déduit de cette remarque une première propriété, fonda- 
mentale dans la théorie qui nous occupe. Désignons par la puis- 
sance d’un point quelconque par rapport à la sphère (S*); le 

O 

premier membre de l’équation (8) sera j~- Si l’on élève cette 

équation au carré et si l’on ajoute toutes les équations ainsi ob- 
tenues, on trouvera, eu appliquant les formules (i i) et (12 ), 


1 


Kl / 


-{-4724-4^2 = O. 


Ainsi il existe, entre les puissances d’un point quelconque par 
rapport aux cinq sphères, la relation homogène 

2 ( 1 )’ =«■ 


Nous rappelons que, si une des sphères (S;t) se réduit à un plan 
(Pyt), ^ doit être remplacé par aP^, Pa- désignant la distance du 
point (^, y J s) à ce plan. 

Si l’on multiplie de même le premier membre de l’équation (8) 
par ûA-f- £sa, on trouve 


ou encore 


2 


(«A-t- JE*) 


R* 


= -aR 


(M) 


V 


= — a, 


en remarquant que, d’après la formule (4), on a 


0*H- 18* = 


Ra' 


152. Nous pouvons maintenant définir le système de coor- 
données que nous nous proposons d’étudier. Nous appellerons 
coordonnées pentasphériques d’un point les cinq quantités Xk 

O 

proportionnelles ^ ^ poserons 

S* 
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Comme nous n’emploierons que des équations homogènes, le 
facteur \ n’aura aucune influence sur les résultats. On trouvera 
d’ailleurs, en vertu de la formule (i3), 

(16) = 

Ainsi nos cinq coordonnées seront toujours, comme il fallait sV 
attendre, liées par une relation homogène. Il est aisé de montrer 
qu’il n’y a pas entre elles d’autre relation et que cinq quantités 
satisfaisant à l’équation (i5) déterminent un point et un seul. 

Remarquons en efifet que les équations (i3) et (i4) contiennent 
toutes les relations possibles entre les quantités S/i; car, pour dé- 
terminer un point, trois de ces quantités peuvent être choisies ar- 
bitrairement. D’ailleurs, si l’on substitue dans ces relations l'ex- 
pression de Sa en xa, la première se réduit à l’équation (i6) qui 
est vérifiée par hypothèse, la seconde devient 

( 17 ) 

et fait connaître le facteur de proportionnalité 

Au reste, on peut obtenir les expressions de j?, jk? - en fonction 
des variables il suffit de résoudre le système 

^ r®H- -3® — RS . crs^-ys^- R2 

-t-O* ^ Ri- - T ' 

où l’on donne à k les valeurs i, a, . . ., 5. En ajoutant ces équa- 
tions après les avoir multipliées soit par a^, soit par 7 a-» Sa. 
Sa on trouve 

5 

- R®) = R^OA-arA, 

i 
5 

-s*-!- R®) = — îR^sa^'a. 


Les deux dernières équations feront connaître, par soustraction, 
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le facteur A sous la lorme 


<20) 2ÀR = — Ulc)^k^ 

qui est équivalente à l’équation (17); les autres donneront 
^ et meme ( * V 

En môme temps qu’un point M dont les coordonnées x^ y, - et 
.r^ sont liées par les formules (18), considérons un autre point 
M' dont nous désignerons les coordonnées par les mêmes lettres 
accentuées x^, y\ et On trouvera sans difficulté 

l uAr - = ( J7 — ^ ( J' — / )2 -h ( — z'y 

( ZàRk^^A 


telle est la formule qui donne la distance de deux points. Si l’on 
tient compte des relations identiques entre les coordonnées, on 
peut lui donner la forme 


i 22) 


MM' = 


IIilusÉJL. 

V£i 


(’) Si Ton voulait se livrer à une étude plus détaillée, il faudrait signaler un 
cas d’exception. La formule (i3 ) montre que les cinq rayons satisfont à la rela- 
tion 





si l'on cherche le point pour lequel on a 


T 



-on trouvera qu’il est indéterminé et n’est assujetti qu’à une condition, celle d’être 
dans le plan de l’infini. 

D’autre part, un point du cercle de l’infini a une infinité de coordonnées qui 
sont déterminées par la formule 

h 


où h est quelconque et où les a:^ satisfont, en môme temps qu’à l’équation (x6), 
à la relation 
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Lorsque les deux p:>ints sont infiniment voisins, on obtient 
l’expression suivante de l’élément linéaire : 


(2Î) 



Il est inutile d’insister sur l’analogie que présentent ces deux 
formules avec celles qui se rapportent à la géométrie de Descaries. 


133. Proposons-nous maintenant d’établir les relations d’or- 
thogonalité dans le système des coordonnées a?/. 

Quand les coordonnées sont fonctions de deux variables g, c, 
les courbes (p), (p^) seront perpendiculaires si le coefficient de 
^/pûfp^ est nui dans l’élément linéaire, c’est-à-dire, d’après la 
formule (aS), dans la somme 


Cette condition se traduit par la relation 


(•>4) 


dxk 

ô:. dp, “ 


toute semblable à celle que l’on obtient avec les coordonnées 
cartésiennes. 

Étant données maintenant deux surfaces par les équations 
homogènes 

.... arf) = o, 

cherchons la condition pour qu’elles se coupent à angle droit. 
Nous remarquerons d’abord les relations suivantes, qu’il est aisé 
de vérifier, entre les puissances d’un point par rapport aux cinq 
sphères orthogonales 




(©)■ 

dr àx 


(§)-.(§)•= «s.. »Î,, 


ày ày 


d%]c dSk‘ 


dz àz 


^ =*2(S^H-Sa.O. 


D’après cela, remplaçons dans les équations homogènes des deux 
surfaces les par les quantités proportionnelles ^ et posons, 



220 LIVRE II. — CIIAP. VI. 

pour abréger, 

J do cl6 ^ t)o dà ^ d'h 
(?î V) — 

On aura évidemment 




c’est-à-dire, en tenant compte des formules (aj). 

Puisque les fonctions sont homogènes, on a 






et la condition d’orthogonalité prend la forme 


ou, en introduisant les quantités a:/, 

s 


(26; 


(?» 




do d'h 
ôxl OZ‘A^ 


0 . 


Plus généralement le cosinus de l’angle V, sous lequel deux surfaces 
se coupent et qui est donné par la formule 


cosV = 




aura pour expression 
27) cosV = 


2 


il 

dxt, 


d'^ 

5 î> 


v/2(S)-v/(2l7' 


dS 4 , Avant de continuer Tétude des coordonnées J?*, nous indi- 
querons leur rôle dans la théorie des lignes de courbure. 
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Considérons une surface quelconque et supposons que les coor- 
données Xi d’un point quelconque de cette surface soient ex- 
primées en fonction de deux variables indépendantes a, ^3. For- 
mons l’équation linéaire 






. FA- 

' ra _o. 


a laquelle satisfont les cinq coordonnées. Nous allons montrer 
que ses caractéristiques sont les lignes de courbure de la surface. 
Si l’on pose, en effet, 

0 = 


A étant le facteur de proportionnalité qui figure dans les formules 
( 1 5 ) et qui est défini par l’équation (17), l’équation linéaire prendra 
la forme 


A 


<)2<T 

dÔfi ' 


()Sc 

Î)âd3 


— + E:j5' = o: 




r)% 


(?3 


d’où le terme enca disparu, puisque )., étant une fonction linéaire 
des Xij est une solution particulière de l’équation (28). L’équation 

en CT, admettant les cinq solutions y ou ^ qui sont des fonctions 

linéairement indépendantes de x, i, devra 

admettre comme solutions particulières les mêmes fonctions 


I, J-, y, Z, 


Ce sera donc l’équation considérée au n° 143 et dont les carac- 
téristiques sont les lignes de courbure. Les caractéristiques de 
l’équation en o- étant les mêmes que celles de l’équation en 9, 
notre proposition est démontrée. On en déduit immédiatement la 
conséquence suivante, qui revient au fond au théorème du n*' 14i. 


Si Von connaît cinq solutions particulières 
équation linéaire 


i^9) 


<J2G ^ £0 

5a dp ~ da 


àp 


ce, 


. 1 Xi d^une 


liées par la relation 


s = O, 


les quantités Xi sont les coordonnées pentctsphériques d^un 
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point d'une surface pour laquelle ol et ^ sont les paramètres 
des lignes de courbure- 

De même le théorème relatif aux systèmes orthogonaux, donné 
au n® 148 , recevra l’expression nouvelle qui suit ; 


Étant données trois équations linéaires 


( 3ü) 


âpa dpi dpi 


r )6 . 


^ de . 
5 ? dp, ='”‘dS'^”‘d^ 
d^e de dd . 

dp dpi ^dp ^dpi 


si Von en connaît cinq solutions particulières xi satisfaisant à 
la condition 

S jrf = O, 


elles pourront être regardées comme les coordonnées penta- 
sphériques d^un point de V espace, et p, pi, p2 seront les para^ 
mètres de trois familles de surfaces se coupant mutuellement à 
angle droit (^). 


Considérons en particulier les trois équations 


( 3i ) 



dî0 

<)6 

(?ô _ 


<^pi pj 

dpi “ 

1 

1 

p) 

dse 


àO _ 

d?d?j 


" dp 


dse 

de 

dO 

pi) 

dp dpi 

■^d? “ 

11 


qui admettent la solution commune 


0 = Av/(a — p)( « — pi)(« — p2) ; 

si l’on pose 

( 3*4 ) /( w) = (^^ — ai)(u — a&). ,.(u^ as), 


(') G, Darboiix, Mémoire sur la Théorie des coordonnées curnlignes et des 
systèmes orthogonaux {Annales de VÈcole Normale, a* strie, t. VII, p. 297; 
187s J. 
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les cinq solutions définies par la formule générale 


(33 ) 


= r, •> . 5 ) 


satisferont à l’identité 


== O. 


Les formules (33) détermineront par conséquent un système 
triple orthogonal. Les surfaces qui le composent et qui ont reçu 
le nom de cyclides ne sont autres que les transformées par inversion 
de celles qui ont été définies au n® 14o; elles sont représentées par 
l’équation unique 

2 A- 

OÙ l’on remplacera \ successivement par p, p,, p.,. Au reste, on 
vérifie immédiatement, en appliquant la condition d’orthogonalité 
(26), que deux surfaces correspondantes à deux valeurs difierenles 
de X se coupent mutuellement à angle droit. En se servant des 
formules (33), on trouvera la formule 




'■ /<P) 

, (Pt—p)(Pl~Ps)^., , f?2 — p)fp!-Pllr,, 
/(?lt /<?S' 


qui permet d’obtenir l’expression de l’élément linéaire dans le sjs- 
tème orthogonal considéré. La formule (23) nous donnera 


(36; 


MJ cist = ^ — 2!i dpi 

Apj 


. (Pl — P)f?l— ?t) J.* . l'pî— ?K?2 — 

7(?I) ' /<?^J 


M ayant pour valeur 




1 ÆA — P )( «A- — pi ;( g* — pi I 
/'(«A) 


Si l’on fait, en particulier, pi = const., on obtient l’élément 
linéaire d’une des cyclides qui composent le système sous la 
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- ( ? pi) df P,)' <’“î] • 

On voit que les C}xlides possèdent la propriété, que nous avons 
déjà reconnue aux surfaces du second degré (n® 121), d’être divi- 
sibles en carrés infiniment petits par leurs lignes de courbure. 
On pourra donc faire la carte d'une région quelconque tracée sur 
Tune de ces surfaces. 

1S5. Dans la théorie des systèmes conjugués et des lignes asym- 
ptotiques, l’emploi des coordonnées homogènes nous a permis de 
reconnaître immédiatement et sans calcul que les propriétés de 
ces systèmes et de ces lignes subsistent quand on soumet la sur- 
face à une transformation homographique ou à une transfor- 
mation par polaires réciproques. Les coordonnées homogènes 
d’un point quelconque ne changent pas, en effet, quand on effectue 
une transformation homographique quelconque, pourvu que l’on 
suppose cette transformation effectuée sur le tétraèdre de référence 
en même temps que sur les points de l’espace. Le système des 
coordonnées pentasphériques jouit d’une propriété analogue par 
rapport à l’inversion. Voici comment on peut le démontrer. 

Rappelons d’abord que la théorie du contact des sphères, 
celle des centres et des axes de similitude, ont conduit les géo- 
mètres à considérer le rayon d’une sphère comme une quantité 
susceptible de signe; de sorte que, dans beaucoup de recherches, il 
y a le plus grand avantage à regarder comme distinctes deux 
sphères de même centre, mais dont les rayons sont égaux et de 
signes contraires. Nous allons voir, en particulier, que,’si l’on sou- 
met une sphère quelconque à une inversion, on peut déterminer 
rationnellement le rayon de la sphère transformée en fonction du 
rayon de la sphère proposée. 

Soient, en effet, 



voo; Yâ + Z»’ Yî-hZ*’ 

les formules qui définissent l’inversion. 

Par l’application de ces formules à la transformation d’une 
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sphère (S), de centre XoVo -o et de rayon R, définie par l’équation 

(Sg) S = (a? — yo)*-i-(3 — — r2 = o, 

on obtient l’identité 

I io; S = ^ ^ [(X — XoP+ (Y - Yu;^-h (Z - Z» V- R»], 

Xo, Yo, Zo étant donnés par les formules 
^0 = 


(4i; 



4-2 J?ü 

■ 

J'u 3? — r-î 




-5 - 


4*2^0 


-ü — 


dz 4-2/* 




On pourra prendre un signe arbitraire dans cette dernière 
formule; mais, si l’on convient de prendre constamment le même 
signe, par exemple le signe +, les formules ( 4 1 ) et la suivante 




R = 


4-2 r 


— r2 


détermineront non seulement la position de la sphère transformée, 
mais encore le signe de son rayon. 

Dans cette hypothèse, la formule (4o) deviendra 


4-2 


X*h-Y2-+-Z2 R 


désignant la puissance du point (X, Y, Z) par rapport à la 
sphère transformée, et l’on peut énoncer le résultat suivant : Si 
Von divise la puissance S dhin point par rapport à une sphère 
par le rayon r de cette sphère, et que Von soumette la figure 

entière à une inversion, le quotient - se reproduira multiplié 

par une quantité qui ne dépend pas de la sphère et ne contient 
que les coordonnées du point. 

En particulier, les cinq quantités ^ se reproduisent toutes 
D. — I. 
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multipliées par le même nombre et, comme les coordonnées Xi 
leur sont proportionnelles, on peut dire que ces coordonnées de- 
meurent invariables, le facteur de proportionnalité étant seul 
changé, pourvu que Ton rapporte la nouvelle figure aux sphères 
orthogonales qui dérivent des sphères primitives par l’inversion 
considérée. On voit ainsi que toutes les propriétés établies pour 
une figure et indépendantes du choix des sphères coordonnées 
subsisteront nécessairement pour toutes les figures inverses de la 
figure considérée. 

Cette proposition étant admise, le théorème du n° 154 montre 
immédiatement que Tinversion conser\'era les lignes de courbure 
de la surface. 

156. Nous terminerons en indiquant les formules principales 
relatives à la sphère. L’équation (21) qui donne la distance de 
deux points nous permet d'écrire immédiatement l’équation d’une 
sphère dont le rayon est p et dont le centre a pour coordonnées 
ai, ...5 as, sous la forme 

143) 

Cette équation est linéaire par rapport aux coordonnées æ*/. Réci- 
proquement, toute équation de la forme 

(44) = o 

1 

représente une sphère ou un plan. Il suffit, pour le reconnaître, 
de remplacer les par leurs expressions (18) en x, -G. Pour 
obtenir le centre et le rayon de cette sphère, il faudra identifier 
les équations (43) et (44)- Oû a ainsi les équations 

( 45 ) ( 4 = I, 5 ), 

OÙ ;JL désigne le facteur de proportionnalité. 

Comme on peut multiplier les par un nombre quelconque, 
on peut remplacer le facteur a par un nombre arbitrairement 
choisi 5 nous ferons, par exemple. 
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Multiplions l’équation (45) par ^ et ajoutons les équations 

correspondantes aux diverses valeurs de l’indice le. En tenant 
compte de la relation 

déjà signalée dans la note de la page 218, nous aurons 

Ra Ra‘ 

D’autre part, si nous ajoutons encore les équations ' 45; apiv^ 
avoir élevé leurs deux membres au carré, nous trouverons 




3 

2 


• 1 = 



Le rapprochement des deux formules précédentes nous donnera 
(46) 


V£îi 

^Ra 


et, en portant cette valeur de p dans l’équation (45'u nous auroii'^ 


V 

^Ra 


Telle est la formule qui fera connaître les coordonnées jjenlasplié- 
riques du centre. 

Une sphère' est complètement déterminée si l’on connaît les 
rapports des cinq quantités que, pour cette raison, on peut 
appeler les coordonnées homogènes de la sphère. Mais, dans 
toutes les questions où le signe du rayon entre en considération, 
il est nécessaix'e d’introduire une coordonnée nouvelle propre à 
faire connaître la valeur du radical qui figure dans l'expression du 
rayon. Nous poserons, en désignant par 7720 celte sixième coor- 
donnée, 



( 48 ) 
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afin que la relation entre les six coordonnées prenne la forme 
très symétrique 

6 


( 49 ) 




Deux sphères de même centre et de rayons égaux et de signes 
contraires auront les memes coordonnées mais les 

coordonnées mo, seront égales et de signes contraires. On aura, 
d’après la formule ( 46 )- 


( 5 o » 





1 


Cela posé, considérons deux sphères (S), (S'), de coordonnées 
mj;, m\ respectivement, et soient d la distance de leurs centres, 
p, p' leurs rayons. Les formules (21) et (47) nous permettent de 
calculer d et nous donnent 


mkm'k 


( 31 ) 




^ mk V m'k 

ZàKk Zà Ra. 

1 J 


Si donc nous voulons calculer l’angle V des deux sphères, en le 
définissant d’une manière précise parla relation 

( 02 ’) = p2 -4- p'2 2 pp' cos V, 

nous aurons, en appliquant les formules (00), (01).’ 


( 53 ; 

et, par conséquent, 
( 54 ) 


cosV = L 




. V 1 

2 sin*— = ; — • 

2 /?i6 niQ 


Ces formules vont nous conduire à plusieurs conséquences et, en 
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particulier, à la définition géométrique des coordonnées de la 
sphère. 

Supposons que la sphère (S^) se réduise à la sphère coordonnée 
(Sa)o on aura 


Tïik- 1 , 


^3 = 0, 


et la formule (3o), où l’on fera p = nous donnera 


^6 =““ï; 

l’équation (53) deviendra donc 

THk = cos Va, 

Va désignant l’angle de la sphère (S) avec Ja sphère (Sa). 

Ainsi, les cinq coordonnées d'une sphère quelconque 

sont proportionnelles aux cosinus des angles de cette sphère avec 
les sphères coordonnées. De plus, la relation entre les six coor- 
données prendra la forme 

«> 

^cos^Va— I, 

i 

tout à fait analogue à celle qui relie les angles d’un plan avec les 
trois plans coordonnés dans la Géométrie de Descartes. La for- 
mule (53) pourra s’écrire aussi sous la forme 

(55) cosV = 2 cos Va cos Va, 

1 

et son analogie avec celle qui donne le cosinus de l’angle de deux 
plans est également évidente. 

La formule (54), si l’on lient compte de la relation identique 
entre les coordonnées, peut s’écrire 


4sin*J = 




Si l’on suppose que les deux sphères sont infiniment voisines 
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leur angle ds? sera donc fourni par la relation 

8 

- y 


Toutes les fois que deux sphères sont tangentes, elles se cou- 
pent sous Tangle zéro ou -n; mais, dans les théories où l’on tient 
compte du signe du rayon, il y a avantage à considérer comme 
tangentes seulement celles qui se coupent sous l’angle zéro. A-insi 
entendue, la condition de contact s'exprime par la relation 
c 6 

58 » I mj, — m)^ = — 2 mj, ml = o. 

Æim Æmà 

1 1 

Quand les deux sphères sont infiniment voisines, la distinction 
relative au signe du rayon disparaît et la condition de contact de- 
\ient 

6 

1 

137. La forme de la condition de contact conduit à un rappro- 
rliement capital entre la géométrie des sphères et celle des lignes 
droites. Reprenons les équations de la ligne droite, écrites sous la 
forme déjà employée au n° 139 


{ pr-— qx 


— = 
qx-^ ri = O. 


Les six coordonnées homogènes de la ligne droite satisferont, 
nous l'avons vu, à l'équation identique 

i(ii) PPi-^qqi-^rri = o, 

et réciproquement (n° 139j six quantités satisfaisant à cette rela- 
tion définiront toujours une ligne droite. L’équation ( 6 i) est qua- 
dratique, comme la relation ( 49 ) entre les six coordonnées de la 
sphère, et l’on peut ramener ces relations l’une à l’autre en posant 


jj P = mi-i- 
( pi = mi — imi, 


q = ms- 
qi = ms ' 


r = -H I7?lc, 
= 7713 — iûicf 
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OU, ce qui est la même chose, 

„^3 = 2::zl2i, 

(63) 

fms = i ^ — £, mi = i2^ — 2., 

\ 2 2 

Les formules ( 6 a) ou (63), qui conduisent à TidenLité 

6 

JlPi -h qqx 7Ti = 2 ml. 

i 

font correspondre à toute droite une sphère et vice versa. De plus, 
si l’on considère deux sphères, de coordonnées respective- 

ment, et les deux droites correspondantes, de coordonnées /?, ç. 

• • • î , il résulte de Tidentité précédente et de la 

forme linéaire des équations de correspondance Tidentité plus gé- 
nérale 



(64) 


iP -p'KPi -P\ ) 6 


Le second membre de cette formule s’annule quand les deux 
sphères sont tangentes et seulement dans ce cas; le premier 
membre s’annule quand les deux droites considérées se coupent. 
On voit donc que la transformation définie par les formules (621 
ou (63) fait correspondre à deux sphères tangentes deux droites 
qui se coupent et vice versa. 

Au reste, on peut définir cette transformation sans passer par 
les coordonnées homogènes qui ont été l’objet de nos études dans 
ce Chapitre; car, si l’on prend les équations d’une droite sous la 
forme 


(65) 


{ X 

( J = ^--+-9^, 


la condition pour que deux droites difierentes se coupent s’ex- 
prime par la relation bien connue 

(a - a'){q - q^) - (6 - b^){p -p’) = o; 
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et, si Ton pose 



(66j 

j a=^j'-rri. 

( q = r — Vf, 

^ = ^ -r-R, 

et, de même, 

a! = y — y i, 


elle devient 

f = y — y Z, 


KX 

-i- (y -'v' 4 - » -3 



Si donc on considère les formules (66) comme établissant une 
correspondance entre la droite arbitraire représentée par les 
équations (65), et la sphère dont le ra^on serait R et dont le 
centre aurait pour coordonnées cartésiennes 7', z, on voit que 
ces formules font correspondre à deux droites qui se coupent deux 
sphères qui se touchent, et réciproquement. 

Cette transformation, qui établit une liaison entre les lignes 
droites et les sphères, c’est-à-dire entre les éléments les plus essen- 
tiels de l’espace, est une des plus belles découvertes de la Géomé- 
trie moderne; elle est due àM. Sophus Lie qui, dans un Mémoire 
inséré au tome Vdes Mathematische Annalen ('), l’a présentée 
avec ses plus importantes conséquences. Au nombre de ces con- 
séquences, il faut surtout citer la suivante : 

La transformation de M. Lîejait cori'espondre à V ensemble 
des droites tangentes à une surface (S) V ensemble des sphères 
tangentes à une autre sw face {&). A toutes tes droites tan- 
gentes en un point M de (S) correspondent toutes les sphères 
tangentes en un point M' de (S';. Quand le point M décrit une 
ligne asymptotique de (S), le point M' décrit une ligne de 
courbure de (S'). Par suite, à toute surface dont on sait déter- 
miner les lignes asymptotiques, on peut faire correspondre 
par la transformation de M. Lie une autre surface dont on 
connaîtra les lignes de courbure et vice versa. 


( * ) SoPHïis Lie, üeber Complexe^ insbesondere Linien- und Kugel- Complexe^ 
mît Arwendung auf die Théorie partieller Différentialgleichungen {Mathe- 
matische Annalen, t. V, p. i 45 - 256 ; 1871). 




LES COORDONNÉES PENTASPHÉRIQCES. 233 

Nous avons étudié ce théorème avec tous les détails nécessaires 
dans notre Cours de 1881-82, qui avait pour objet la théorie géo- 
métrique des équations aux dérivées partielles. Nous y serons 
conduit plus loin par une voie indirecte: mais, pour rétablir 
avec toute la largeur désirable, nous serions obligé de développer 
ici une théorie du contact qui nous éloignerait de notre objet et 
que nous réserverons pour une autre occasion. 
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CHAPITRE VIL 

LES LIGrfES DE COURBL'RE El» COORDONNÉES TANGENT lELLES. 

Cas où la surface est définie par sou équation tangentielle. — Application à la 
surface de quatrième classe, normale à toutes les positions d*une droite inva- 
riable dont trois points décrivent trois plans rectangulaires. — Cas où les coor- 
données tangentielles sont exprimées en fonction de deux paramètres. — Pre- 
mière solution du problème ayant pour objet la détermination des surfaces 
admettant une représentation sphérique donnée pour leurs lignes de courbure. 
— Développements sur un système particulier de coordonnées tangentielles em- 
ployé par M. O. Bonnet dans l'étude des surfaces. 


138. Nous allons passer maintenant à l’examen du cas dans le- 
quel la surface est définie par une propriété de ses plans tangents et 
nous supposerons d’abord que Ton connaisse l’équation homogène 
qui relie les coordonnées du plan tangent 

(l) O, 


les axes étant rectangulaires. Le point de contact du plan tangent 
aura pour coordonnées 




£ 

àf 

ÈL 

Ou 

dv 

dw 

¥' 

y—w' 


dp 

dp 

dp 


et les cosinus directeurs de la normale seront proportionnels à «, 
Pour obtenir l’équation différentielle des lignes de cour- 
bure, il suffira donc d’appliquer l’équation (4) du n° 138, ce qui 
donnera 


OU ou 


dp 
dp do 
dp dtp 


dp 


dp ^ dp 
dw 


U du 


ds? 


dp 


dw 


= O 
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ou, sous une forme plus 

symétrique. 



ÈL 

du 


U 

du 

i3) 

àf 

dv 

d^l 

àv 

p 


àf 

àw 

d^I. 

dw 

w 

\ 

div i 


àj_ 

dp 

4 

ùp 

0 

0 


Il importe de remarquer, en vue des applications, que l'équa- 
tion précédente conserve encore sa forme, alors meme que l'équa- 
tion (i) n’est pas homogène, pourvu que l'on suppose v', iv égaux 
aux cosinus directeurs de la normale et liés par rétjuation 

lll — ç2 — (^2 I , 

Pour le démontrer, supposons que l’équation (i') ne soit pas ho- 
mogène. On peut toujours la rendre homogène et de degré zéro., 
par exemple en divisant ii, r, (r, p par la quantité 

/2 = / - f . (;2 -- 

qui est égale à l’imité. Alors il faudra mettre, à la place de ~ 

^ dans Téquation ( 3 ), 

^\f w ^ 

du oh h' dç ' ùh h ’ ôw Oh h 

ce qui équivaut à ajouter aux deux premières colonnes du déter- 
minant (3) les deux dernières multipliées par des coefficients con- 
venablement choisis, et ne change pas la valeur du déterminant . 

1S9. Considérons, par exemple, la surface de quatrième classe 
définie par l’équation 

au^ bv- civ^ 

(4) » 

où P', (V sont les cosinus directeurs de la normale; p désigne 
donc la distance de l'origine au plan tangent. En rendant, pour un 
instant, l’équation homogène et appliquant les formules ( 2 ), on 
trouvera, pour les coordonnées du point de contact du plan tan- 
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gent, les valeurs 

(5) X a)u, y — \p—-h)ç, z = {p’—c)w 

et, pour celles d'un point de la normale situé à la distance A du pied 
de cette normale, 

(6) — Y = (/? — Z = (> -^ À — c;»’. 

Les points où la normale coupe les trois plans coordonnés corres- 
pondent aux valeurs 

(7*^ À = a— /), X = ù— /), À = c— /?, 

dont les différences sont constantes. On a donc déjà cette élégante 
proposition : 

Lorsque trois points d\inc droite invendable décrivent trois 
plans rectangulaires et que, par conséquent, tous les autres 
points décrivent des ellipsoïdes, la droite demeure constam-’ 
ment normale à une famille de surfaces parallèles représentées 
par une équation de la forme 

^ Ta -r A-)ï£ 2-4- (ù f c 4- 

(8) p= , 

OÙ k désigne la constante qui varie quand on passe eVune sur^ 
face à la surface parallèle (*). 

On peut d'ailleurs obtenir très aisément une construction par 
points de ces surfaces. Cherchons le pied de la perpendiculaire 
abaissée de Porigine des coordonnées sur la normale. La valeur \ 
correspondante à ce point sera déterminée par Péquation 

îfX -4- pY -t- wZ = O, 

qui donne, en appliquant les formules (6), 

Soient P ce point, M le point où la normale coupe le plan des 


(*) G. Dabboüs, Sur une nouvelle définition de la surface des ondes ( Comptes 
rendus, t. XCII, p. 446; i88i). 
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J'Z et qui correspond, nous l’avons vu, à la valeur l=:a —p. Le 
milieu du segment PM correspond évidemment à une valeur de a 
qui est la demi-somme des valeurs précédentes et, par suite, égale 

à — • Cette valeur étant constante, le milieu du se^>ment décrira 

une surface parallèle à la proposée. xHnsi, si l^on considère toutes 
les positions de la droite invariable mobile^ le milieu du seg- 
ment formé par le point oit cette droite coupe Viin des plans 
coordonnés et par le pied de la perpendiculaire abaissée de 
V origine sur la droite décrit Viine des surfaces normales à la 
droite dans ses diverses positions ( * ). 

Proposons-nous maintenant de déterminer les lignes de cour- 
bure. L’équation (3) prend ici la forme 


U du a du 
(' h d{y 

iv dw cdw 


O, 


et son intégrale, que l’on trouvera aisément, est définie par l'équa- 
tion 


(O 



où P désigne la constante arbitraire. Ce résultat s’interprète comme 
il suit ; 

La représentation sphérique des deux familles de lignes de 
courbure de la surface est donnée par un système d^ellipses 
sphériques homofocales (^). 

160. Supposons maintenant qu’étant donnée une surface quel- 
conque, on connaisse les expressions des coordonnées tangentiellcs 
en fonction de deux paramètres a, Les coordonnées du point de 


( ' ) Dans un article inséré au Bulletin des Sciences mathématiques ( i* série, 
t. IX, p. 187; i885), M. Mannheim a retrouvé tous ces résultats par des considéra- 
tions de pure Géométrie. 

(-) Nous ne voulons pas insister sur celte élude particulière, et nous nous con- 
tenterons d'énoncer ici les deux propositions suivantes : 
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contact du plan tangent satisferont i n" 96) ans. trois équations 


u.r 

— iV 

— fr- 

- P 

ou 

nv 

^ tHv 

__ ^ 

X — 

— — 

— ^ — — 


wa 

‘ ox 

iJX 

fiX 

nu 

OV 

^ mv 

Op 

X -7- 

oi 


ah 

oh 


C^ nsidiTow rtllijmoictc par requation 

,r- £- 

fl b c 


L-' traits forihutiOii io^niO^raphiqur definie par les formules 


X A 

\ tua - ’ n 

m \ a 

1' _ 

Y 

\ mb — n 

m\Z 

' . — 

Z 

r- ’ 


\ me — n 7?î \ c 


w V U if n disigiicnî deujc constantes quelconques, /ait correspondre aux nor- 
htidts de (E Cilles fie l\llipsoide (Ej ayant pour équation 


s/ Cuu pose 


^ 

mu — n mb — n me — n 
n = m-k', 


tî si\ laissant L- fixe, on fait croître m indéfiniment, Tellipsoide fE,) se trans- 
forme Ht une spnire de très grand rayon, et ses normales deeiennent les 
tlroUL< iuenrhîhlcs dont trois points decrieent les plans de symétrie de (E). 
Ces droites denscnt dts normales de «E; par la transformation homogra- 
phiqfte 

V=^î, 

\n ' \b \c 

qui est comprise comme cas limite dans la première (a), et s'en déduit lors- 
qu'un y introduit les hypothèses faites sur ni et sur n. 

La suriare élufîicc dans ïe le\to peut donc être considérée comme une surface 
parallèle à un cllii^soîde dont les axes ont grandi indéfiniment. 

Si une surface quelconque jouit de la propriété quHl existe une transfor* 
matiùn homographique, transformant ses normales dans les normales d'une 
autre surface et conservant le plan de l'infini, les lignes de courbure de cette 
surface peuvent toujours être déterminées et admettent pour représentation 
sphérique un système d'ellipses homofocales. 
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Un point situé sur la normale à la distance a Je son pied aura 
pour coordonnées 


{ 10) 


X = 2 r-r 


lÛ. 

IT’ 



z = 


«•> 
h ' 


h désignant le radical 

(li; A = «‘ 2 . 

Remplaçons, dans les équations (y j, jr, r, par leurs expres- 
sions tirées des formules (lo) ; les équations ainsi obtenues 

' uX. — vY -T- wZ — P =.Jù,n 
\ \ — -i_Y— Z ‘ 

4 12) } " t)3. doL ‘ dx ÔX ' ÜX^ 

I \ ^ 7 

définiront le point considéré de la normale. Pour trouver Téqua- 
lion différentielle des lignes de courbure, nous écrirons encore 
qu’il existe un déplacement pour lequel le point correspondant à 
une valeur convenablement choisie de A décrit une courbe tangente 
à la normale, c’est-à-dire pour lequel on a 


(i3) 


U 


V 



dh étant introduit pour l’homogénéité. 

Si l’on différentie dans cette hypothèse les formules 112}, la pre- 
mière donnera 


U d\ -h V dY -7- tr Æ 4- X du 4- Y dv -- Z dw -r- dp = /. dh + h <fA, 
ou, en tenant compte des deux suivantes et des formules (i 3 ), 
(14 ) II- i/o = h dAf fü. = h r/0 ; 


la différentiation des deux dernières formules 112) nous con- 
duira alors aux deux équations 


,, -du ^ J „ jàw jdp . jOh 

Xi/-r-4-Yi/-r 4-Zi/^ 4-i/-f- = Ai/ 


(i5) 


ùx 


àx 


àx 


ùx 


0X 


-, -dii ^ jàv ry jàw -dp - jdh 
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Enfln, l'élimination de X, Y, Z, A entre les équations ( 12 ) et 
< i5 ♦ nous donnera Téquation cherchée sous forme de déterminant 


1 


it’ • 


fUl 

ou 

jâu 
a — 

J du 



f/a 

o3 

Ox 

03 

f/t' 

t/a 




f/« 

Ox 


... 


on 

ox 




oh 

oh 

,0h 
d — 
ox 

,i)h 

ox 

03 


161. Celte équation différentielle offre la plus grande analogie 
avec celle que nous avons formée i n° 143) pour les coordonnées 
ponctuelles et la répétition des raisonnements employés auK 
lï ' 143, 141 nous conduit aux propositions suivantes : 


Formons V équation linéaire aux dérivées partielles 


' C ' 


f/a* ‘ 0 % c/3 




-i-FÔ = o, 


qui admet comme solutions particulières les cinq fonctions u. 
r, tv, /?, h (le a et de j. Lorsqu on Laura obtenue d'aune manière 
quelconque, les caractéristiques de cette équation^ définies par 
r équation différentielle 


n8) 


A f/3* —Bdxd3-hC d%^ = o, 


seront les lipnes de courbure de la surface; par suite, si les 
coefficients A et C sont nuis, ^ et ^ seront les paramètres des 
lignes de courbure. 


Celle proposition générale entraîne comme conséquence le 
théorème suivant : 


Étant donnée Véquation 


<H)) 


dxôf ' <ya 


-r-G'Ô, 


où A’, B', sont des fonctions quelconques de a et si Lon 
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en connaît quatre solutions particulières u, h, liées par 

la relation 

(20) U- -7- = /jïj 

la surface enveloppe du plan 

itX — rY wZ 0 = O, 

ou 9 désigne une solution quelconque de V équation 1 ip), sera 
rapportée au système de coordonnées curvilignes i*a, 3 1 formé 
par ses lignes de courbure. 

En effet, l’équation linéaire de la forme (17 ». à laquelle satis- 
feront alors les cinq quantités z/, r, «% />, h relatives à C4?tte sur- 
face, sera l’équation (19) et, par conséquent, a et 3 seront les 
paramètres des lignes de courbure. 

Nous avons montré (n® 98 ) que, lorsqu'on a obtenu sur une 
surface un système conjugué quelconque, les coordonnées lan- 
gentielles u, /?, considérées comme fonctions des paramètres 
a et P des deux familles conjuguées, doivent satisfaire à une 
équation linéaire de la forme (19). L’équation linéaire relative au 
système conjugué formé par les lignes de courbure se distingue, 
on le voit, de toutes les autres par la propriété d'admettre en 
outre la solution 

h = / U - — r--T- \v-, 

162 . Les théorèmes précédents permettent de former, d'une 
manière très simple, l’équation aux dérivées partielles dont dépend 
la recherche des surfaces qui admettent pour représentation 
sphérique de leurs lignes de courbure deux familles de courbes 
orthogonales choisies arbitrairement sur la sphère de rayon i . 

Soient en effet u, v, çv, /i les coordonnées homogènes d’un 
point de la sphère, qui seront liées par l’équation 

«’2= /[2, 

et que nous supposerons exprimées en fonction des paramètres a, 
des deux familles orthogonales. Un système orthogonal tracé sur 
la sphère étant, par cela même, un système conjugué, r, u', /t 
D.— ï. iC 



LIVRE H. 


CHAP. VII. 


24 ^ 

satisferont à une équation de la forme 


i 11 > 


<;-0 . ^ p, 

— — A D --:r — G9 = O. 

0 %**j Ot 


équation qu'il sera facile d'obtenir d'une manière explicite, puis- 
qu'on en connaît les quatre solutions particulières r, çv, h. 
Cela posé, le plan tani^ent de la surface, étant parallèle au plan 
lan::ent correspondant de la sphère, sera représenté par une 
équation de la forme 

u\ — i' Y — irZ — P — O. 


uù P devra satisfaire à la meme équation linéaire que w, c, (r, 
c’est-à-dire à l'équation (21). Il suffira donc, pour résoudre le 
problème, d'intéj^rer l'équation (21), et chaque solution parti- 
culière de cette équation donnera une solution particulière du 
problème posé. 

Supposons, par exemple, que l’on se propose de déterminer les 
surfaces admettant pour représentation sphérique de leurs lignes 
de courbure un système d’ellipses sphériques homofocales; p, p, 
désignant les paramètres de ces ellipses, on aura ici 


— ' — s ' - fl — s. I 2 _ « ^ — P H 6 — Pi) 2 _ IC — p)(c—pi) 

” ia — b n — c)^ Kb — a\\b — c)* {c — a)\^c — b) 

L’équation à laquelle satisfont i/, c, iv sera la suivante 


' 22 J 


2 


o 20 t /6 f/) 

Oz Ozi f)p Opi 


et il suffira d'intégrer cette équation pour obtenir la solution 
complète du problème proposé. 

La surface étudiée au n^ Io 9 correspond à la solution 


0 


?i* 


Nous aurons l'occasion de revenir sur le problème général dont 
nous venons d’indiquer une solution. 


163 . Au lieu de poursuivre ces applications particulières, nous 
allons montrer comment on détermine les ravons principaux et les 
lignes de courbure quand on adopte un système spécial de coor- 
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données tangentielles qui a été, avec plusieurs autres systèmes 
très dignes d'intérêt, employé par M. O. Bonnet, dans le beau 
Mémoire sur V emploi dhin nomeaii système de variables dans 
V étude 'des propriétés des surfaces courbes { Journal de Liou- 
ville^ 2® série, t. V, p. 1 53-266; 1860). Voici comment on est 
conduit à choisir les variables considérées par Féminent géomètre. 

Lorsqu’on étudie la représentation sphérique, il est naturel de 
rechercher la définition géométrique des courbes de la surface qui 
admettent pour représentation sphérique les différentes généra- 
trices rectilignes de la sphère. Soit d Fune de ces génératrices^ 
coupant le cercle de Finfini en un point ;jl. La courbe qui lui 
correspond sur la surface sera évidemment le lieu des points de 
contact des plans tangents parallèles à rf; en d'autres termes, ce 
sera la courbe de contact du cône de sommet a circonscrit à la 
surface. 

Ces courbes de contact des cônes circonscrits dont le sommet se 
trouve sur le cercle de Finfini jouissent, relativement aux lignes 
de courbure, d’une propriété importante que nous allons signaler. 
D’abord il en passe deux par chaque point M de la surface ; car 
soient A et B les points où le plan tangent en M coupe le cercle 
de Finfini ; les cônes circonscrits de sommets A et B toucheront 
la surface suivant deux courbes passant en M. Les deux tan- 
gentes à ces courbes de contact auront pour conjuguées les gé- 
nératrices de ces deux cônes, c’est-à-dire les deux droites de 
longueur nulle du plan tangent, MA, MB. Or ces deux droites ]\L\, 
MB sont placées symétriquement par rapport à deux tangentes 
perpendiculaires quelconques et, en particulier, par rapport aux 
directions des lignes de courbure, 11 en sera donc de même de 
leurs conjuguées qui sont les tangentes aux deux courbes de 
contact. De là le théorème suivant : 

Les courbes de contact des cônes circonscrits ayant leurs 
sommets sur le cercle de Vinfini déterminent sur la surface un 
système de coordonnées curvilignes admettant pour image 
sphérique le système des génératrices rectilignes de la sphère. 
Les tangentes aux deux courbes coordonnées qui passent en un 
point quelconque de la surface admettent pour bissectrices 
les directions des lignes de courbure. 
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Par conséquent, si Ton emploie le système de coordonnées que 
nous venons de définir, l'équation des lignes de courbure pourra 
être ramenée à la forme simple 

Ai/22_C<32 = 0 


et ne contiendra plus le terme en dxdZ. 


16 i. Voici comment on vérifie cet important résultat. Désignons 
toujours par c, c\ c" les cosinus directeurs de la normale en un 
point M de la surface: c, c\ c seront les coordonnées du point m 
qui sert de représentation sphérique à M, 

Les expressions de ces coordonnées en fonction des paramètres 
2 , 3 des génératrices rectilignes de la sphère ont déjà été données 
< n * lo). Elles sont 


^ 1 — 2 J ,.1 — 2^ a H- 3 

! 23 < <.*= c—i c= g- 

Nous écrirons l'équation du plan tangent sous la forme 

I 

ex -r -1 ^ = O 

2-3 

ou plus simplement 

«ai ' J I — i-r Ç = o. 

On aura donc ici 


w=i — 23, r = iïi*4-a3), (î» = 2-i-p, i> = ?. 

L'application des formules (g) nous donne d’abord les coor- 
données du point de contact. On trouve ainsi 


(a5) 




4 X- 


iy:=z 


~ a - 3 ■ 
— 

STTr*’ 


P ^iq désignant les dérivées premières de En appelant de même 
r, l les dérivées secondes, l’équation (i6) des lignes de courbure 



devient ici 
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( 26 ) dp d% — dq d^ = r dx^ — t dl^ = o, 

et les formules générales ( 12 ) el(i5), qui font connaître le centre 
principal et le rayon de courbure correspondant, nous donnent 


(27) 

aR = (s-i- /r/)(a — — q. 


1 X-iY = 

( 2S) 

1 2Z = (a-i-3j(s-r-j/7ï)— JP — y, 


( X -i- îY = — -4- \^rt) ■+ip-^%q — 


X, Y, Z, R désignant les coordonnées du centre et le rayon de 
courbure. Dans toutes ces formules, on a pris pour ^ la valeur 

^ P en sorte que \ rt est mis à la place de 

^3 dx 


16e^. Les formules précédentes se prêtent à une foule d’appli- 
cations intéressantes, tant à cause de leur simplicité que du choix 
des variables auxquelles elles se rapportent. On peut leur donner 
une autre forme qui ofiFre quelques avantages dans certaines 
recherches. 

Nous avons pris pour les cosinus directeurs de la normale les 
expressions (aS). Les variables a, ^ possèdent ce grand avantage 
de se transformer par la même substitution linéaire quand on 
effectue, soit un changement d’axes, soit un déplacement de la 
surface. Mais, dans certaines applications où il s’agit de surfaces 
réelles *à déterminer, les variables complexes a et fl offrent un 
inconvénient résultant de ce qu’elles ne sont pas imaginaires con- 
juguées. Nous avons vu que, pour tout point réel, a a pour con- 


juguée — -p • Nous changerons donc, dans les formules (a3), P en 
— ^ ’ ce qui donnera pour les cosinus directeurs les expressions 
suivantes, déjà employées au n® 31, 


(^9) 


c = 


P -ha 




p- 

'+-(Xp 


« 3-1 
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et nous prendrons pour l'équation du plan tangent 

f 3o) ! a — ^3 1 r — 2 f 3 — a > V — » a3 — i;- -r ; = o ; 


i sera maintenant une variable réelle et a, ^3 des variables imagi- 
naires conjuguées toutes les fois que la surface sera réelle, et qu’il 
s’agira de plans tangents réels. 

Les coordonnées du point de contact du plan tangent auront 
maintenant pour expressions 


On 



T -T- a 3 ’ 

ï-f-aS 

I -r- 23 


-y- 


L'équation différentielle des lignes de courbure sera 
1 32 ; dp d'i-- dq ^ r di^ — i = o, 


comme dans le cas précédent. 

Et enfin les formules faisant connaître le centre et le rayon de 
courbure deviendront 


; 2R = ;— — g^,3 -î-m- a3)U-4- /r^), 

,33 I aZ = t-^a — gr? — (i-ap)(s + v^), 

X-r-iY =— gr-i-a(s^/r?). 

Sous celle forme on reconnaît immédiatement qu’elles four- 
niront pour X, Y, Z, R des expressions essentiellement réelles. 

On passera d'ailleurs du premier système de formules au second 
en faisant la substitution très simple 

•34) ? = Ç = |,. 

Enfin on obtiendra également sans difficulté l’équation difiTéren- 
lielle des lignes asymptotiques, qui est ici 


{35) (i -+• ap)(ri?a* d% t -h d^(l — pa. — = o, 
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et Pcxpression de rélément linéaire 
( 36) ds^ ={z d% — dqu zd'p — dp *, 

qui se présente ainsi décomposé en ses deux facteurs. 


166. Il ne sera pas inutile d’examiner, en vue des applications 
ultérieures, ce que deviennent les coordonnées a, ; quand on 
change les axes coordonnés ou, ce qui est la même chose, quand 
on déplace la surface. Considérons d'abord le système primitif 
dans lequel l’équation du plan tangent est 

fï — a3)X -H ZÏI — aSjY — < a~ — ; = O. 

Quand on imprimera à la surface une translation de compo- 
santes A, p, V, il faudra, dans l’équation précédente, remplacer X, 
Y, Z par X - — \ Y — p, Z — v ; la nouvelle valeur de ; sera donc 

( 3;) 5' == I — X(i — / pi i i a — ^ iv. . 


Imaginons maintenant que l'on fasse tourner la surface autour 
de l’origine des coordonnées. Si nous remarquons que, d'après 
leur définition, a et ^ sont les coordonnées symétriques du point 
m qui, sur la sphère de rayon i, sert de représentation sphérique 
au plan tangent, il résultera des propositions développées (Livre 1, 
Ghap. III) que les nouvelles valeurs JS* des coordonnées a, ^ 
s’obtiendront par une même substitution linéaire eCTectuée sur a 
et sur p. On aura 


(38) 


miiA- n g _ ^ 


Désignons par la nouvelle valeur de La distance de l’ori- 
gine au plan tangent n’ayant pas changé, on aura 


OU, en remplaçant a, p par leurs valeurs 

La question proposée est donc complètement résolue, en ce qui 
concerne le premier système de coordonnées. 
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167. En reprenant la même méthode pour le second, dans 
lequel le plan langent a pour équation 

— 3 , — lY- 3 — 2 .-T- Zi 23 — i) -4- ; = O, 

ou en passant du premier système au second par la substitution 
(34)î on verra qu’une translation (Â, a, v) de la surface donne la 
nouvelle valeur de ; 

lit ;i = ï — X ~ ? — V— v( 23 — i). 


Et de même une rotation autour de l’origine des coordonnées 
sera définie par les formules 


1 i2 1 


^ ^ P'-Çh 

2 = 7 J = — 55 -I 

j)0Li-^q ‘ «pi — m 

^ — npi 


X,, désignant les nouvelles coordonnées. Si la rotation est 
réelle, on pourra prendre (n® 29) 


q = 7?iQ, JP= — Wo» 

/??o- désignant les imaginaires conjuguées de m et de n. Les 
équations précédentes donneront alors 

/ m^i-T-n Q mo3i“H/io 

I 3E — ————— - y P ~ Q ï 

} — Tlo = 1 -r /Tlo — nPi-hWl 

* 1*4 / *1 

i > _ 5 wy??o-f- nnp 

f ’ ’N m — « ^0 3ti) * 

Ces formules nous seront utiles dans la théorie des surfaces 


mmima. 
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CHAPITRE YIII. 

APPLICATIONS DIVERSES. 

Applications des formules relatives aux lignes de courbure données dans le Cha- 
pitre précédent. — Transformation de M. Lie dans laquelle les lifînes de cour- 
bure d'une surface correspondent aux lignes asymptoûques de la transformée. 
— Transformation par directions réciproques. — Relations entre les éléments 
correspondants dans cette transformation. — De l'inversion dans le système 
de coordonnées (a, {), 


168. Nous aurons à faire différentes applications des système'^ 
de formules développés dans le Chapitre précédent. Dès à présent, 
nous allons étudier les suivantes, et, comme il s’agit de rechercheh 
générales, nous emploierons de préférence le premier s\stème de 
formules étudié dans les n"^* 164 et 166. 

Remarquons d’abord que Téquation différentielle ( 2 G) [p. 245 ] 
des lignes de courbure est identique à féqualion différentielle des 
lignes asymptotiques donnée au n® 110. De là ce premier résultat : 

A toute surface dont on connaît les lignes asymptotiques on 
peut faire correspondre une surface dont on saura déterminer 
les lignes de courbure et vice versa (* ). 


( ' ) Le rapprochement des formules données aux n°* 1 10 et 101 nous conduit au ré- 
sultat suivant : Désignons par a:, y, z les coordonnées d'un point de la surface 
dont on connaît les lignes asymptotiques, et par p q les dén>ées de - consi- 
dérées comme fonction de x et de y', soient X, Y, Z, P, Q les quantités analogues 
relatives à la surface transformée dont les lignes de courbure correspondent aux 
lignes asymptotiques de la première. On aura 


X -h i Y = — r — a: 


X — fY = 


px H- g y 


q^x 
px^qy 
q — X 


x-^ q 

Q = _, •!+££, 

^ X-r-q 


La théorie des transformations de contact permet d’ailleurs de déduire toutes 
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Nous a\on> déjà signalé » n*' lo7j cette belle proposition due à 
M. Lit*; noiiii nous contenterons de remarquer ici que dans l’é- 
«juation ^ 3o < [p. i \o] des lignes asymptotiques, a et ^3 désignent 
des quantités réelles pour tout point réel de la surface, tandis que, 
dans celle des lignes de courbure, xet ^ sont des variables corn- 
jdexes, même ]»üur un point réel; par conséquent la correspon- 
dance Jélinie par la proposition précédente ne saurait exister 
entre les éléments réels de deux surfaces réelles. 

1G9. Envisageons maintenant l'équation diflFérenlielle des lignes 
de courbure 

Il rfp fl% — dq du = r — t «73® = o; 

elle possède de nombreuses propriétés qui donnent toutes nais- 
sance à des théorèmes de Géométrie. 

D'abord elle ne change pas de forme si Ton remplace ç par la 
nouvelle variable 

1*2 » r = s _ a* 3 -i- Ba-h C,3 D, 

A, B, G, D désignant des constantes quelconques. 

Proposons-nous de définir géométriquement celte transfor- 
mation. 

On peut évidemment l’obtenir par la composition des deux 
•suivantes : 

5 ' = — 3 ). 

La première équivaut, on le reconnaît aisément, à une trans- 
lation de l'origine des coordonnées ; la seconde remplace la surface 
par une surface parallèle menée à la distance h de la première. 
On sait en effet que, sur deux surfaces parallèles, les lignes de 
courbure se correspondent. Ainsi la première propriété qui se 
présente à nous de l'équation différentielle des lignes de courbure 


ces formules des relations 

X^ïY=— a:(X-iY) =Z-^, 
qui contiennent seulement les coordonnées des points correspondants. 
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n"est que la traduction analytique d'une proposition géométrique 
importante, mais très connue. 


170- Le déplacement le plus général de la surface proposée se 
traduirait par une substitution linéaire quelconque effectuée sur % 
et sur Cela nous conduit à la proposition générale suivante que 
Ton vérifiera sans difficulté : 


V équation différentielle (i) conserve encore sa forme si ron 
substitue à a, ^3, $ les variables [3', définies par Vune ou 
Vautre des substitutions 


'3) “-Cï'-i-D’ 

0 A, 3' -B, 



, A, a' -i- Bi 

‘ ” Gix'H-Di’ 

= -Da 

A, A| , . . . , H 

désignent des constantes quelconques. 


Par conséquent les formules (3) ou (4) font connaître une trans- 
formation de surfaces qui conserve les lignes de courbure. Nous 
laisserons au lecteur le soin de démontrer que cette transformation, 
quand elle est réelle, peut toujours être obtenue par l'emploi com- 
biné d’un déplacement, d’une transformation homothétique et de 
la suivante qui, au premier abord, pourrait paraître trop parti- 
culière. 

k désignant une constante quelconque, prenons 


( 5 ) 


.P. 




■» ■9* 


Ces formules font correspondre au plan (P) défini par l’équation 
(I - a?)X -U i{i a?) Y H-(a-T-?)Z-^| = o 

un autre plan (P') ayant pour équation 

(i — aP)X-4-i(r-ha3)Y -f- [ 7 ^ 7 .? ^ 

Nous voyons déjà que deux plans correspondants se coupent 
dans un plan fixe, le plan des Voici comment on achèvera 
de définir la transformation. 
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Associons au plan (P) de la première figure le point m dont les 
coordonnées sont les cosinus directeurs de la normale au plan 



Ce point se trouve sur la sphère deravon i et, si le plan (P) en- 
veloppe une surface <2», il est la représentation sphérique du 
point de contact de ^ P ) et de ( 2 

Associons de même au plan < P') le point mMont les coordonnées 
sont 

.1 — a-i-3' 

ÏCIT’’ 

et dont la relation à ", P'^ est la môme que celle de m à (P). Les 
formule-^ < 5 ) expriment, on le vérifie sans difficulté, que les points 
w, m sont en ligne droite avec un point fixe situé à la distance k 
sur Taxe des De là résulte la définition géométrique complète 
de la transformation. 

Soient f2 n (2''i deux surfaces correspondantes. Les plans 
tangents aux points correspondants se coupent dans un plan 
fixe \ II). Les images sphériques des points correspondants sur 
la sphère de rayon i., placée d\ine manière quelconque dans 
Vespace^ sont inverses F une de Vautre par rapport à un point 
fixe A, situé sur le diamètre de la sphère qui est perpendicu- 
laire au plan (H ). 

Cette proposition permet évidemment de construire les plans 
tangents de »,2' i quand on connaît ceux de ( 2). En ce qui concerne 
les points de contact, nous ajouterons la remarque suivante que 
Ton pourra vérifier, mais qui résultera aussi des propositions 
établies plus loin : 

La droite qui joint les deux points de contact correspondants 
est parallèle à celle qui relie les images sphériques de ces 
deux points. 

Les relations que nous venons d’indiquer entre les éléments 
correspondants sont évidemment réciproques et, par conséquent, la 
transformation est inçolutiçe. Cette propriété la rapproche de 
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rinversion; M. Laguerre, qui Ta étudiée d'une manière détaillée, 
lui a donné, pour cette raison, le nom de transfor ma tinn par 
directions réciproques (^) que nous adopterons dans la suite. 
Mais la construction précédente donne lieu à une autre remarque 
essentielle; la transformation n’est pas univoque et elle fait, en 
général, correspondre à une surface (Zi deux surfaces (Z'), ou 
plutôt deux nappes différentes d’une meme surface. En effet, si 
l’on considère une région de la surface < Z) pour laquelle le sens 
de la normale soit parfaitement défini, chaque point de cette 
région aura une représentation sphérique, complètement déter- 
minée par le sens de la normale; et la construction indiquée 
plus haut fera connaître, sans ambiguïté, le plan langent de la 
surface correspondante; mais cette construction donnera é\i- 
demment des éléments différents si Ton change le sens de la nor- 
male en tous les points de (Z). C'est ce que démontrent, du reste, 
les formules suivantes, équivalentes aux relations « j i. 

Soient 

UX -Î- PV -i- iVZ rr P = O, 
ii'x -T- pV — ir' Z — />' = O 

les équations de deu.x plans correspondants; désignons, pour 
abréger, par h et par If les radicaux 

zi: -r- -ï- -T- iv'-. 

Si nous posons 

u=^i — aP, p = ï(i-raP), w 

= i — a'p', p' = ï(i-h a^P'), tp' 

les formules (5) nous donneront 

u' = iv' h' = - — ri «’ — /i > J 

I “ /l 

f?' = P iv' — /é rzz i-_- f ( tï» -U ^ ). 

’ l -r- A- ^ 

La présence du radical h montre bien qu'à un plan donné (*) 

(*) LiGüERRE, Sui- la transformation par directions réciproques {Comptes 
rendus^ t. XCII, p. 71 ; 1881). 
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correspondent deux plans différents, qu'il sera impossible de 
séparer ana!\ tiqueinent tant que la variable h ne sera pas un carré 
parfait. 


171. Puisque la transformation précédente conserve les lignes 
de cuurbure. elle fera correspondre nécessairement une sphère à 
une sphère. On vérifie cette proposition de la manière suivante. 

L'équaliun tangenlielle d'une sphère dont le rayon est R et dont 
le centre a pour coordonnées z est 

^ 7 y vy ft/z, 


h ayant la signification déjà donnée; car cette équation exprime 
que la distance du centre au plan tangent est constante. Pour 
obtenir la surlàce correspondante, effectuons la substitution définie 
par les formules . 6 ). Nous obtiendrons l’équation 




ou, en ordonnant et effaçant les accents, 



I— 
i — X- 


aXR 




Cette équation, de même forme que l’équation ( 7 ), représente 
une sphère dont le centre { y\ z^) et le rayon R' sont définis 
par les formules 


<S» 



I-r-X2 
I — X2 


2 XR 


R' = 


^kz 


IH- X3 


R, 


qui donnent aussi 
<9i 



ï * 4 " X* 
ï — X 
I — X’ 




-R;, 

+ R) 


et. par conséquent, 

a/i ^ _ R'ï _ + -s _ rs. 
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11 suit de là qu’à une sphère { S / de la première fîjjiire, repré- 
sentée par l’équation ponctuelle 

X2 — Y2-^Z2— 2J7X — 2yY— 25Z — Jrî— 1-2-:- ;:2_R2-- 
correspond une sphère (S^) de la seconde, ayant pour équation 
XS-:-YS-^Z*-aa-X-2jY-a [--^ '^1'"'*^'^ ] Z-r'—y^—z^-R^ = o. 

On voit que les deux sphères (S; et (S' » coupent le plan des 
J?)', c’est-à-dire le plan (Il ) de la transformation, suivant un même 
cercle. 

Appelons V, V' les angles, définis par les formule.'^ 


cosV=r, 


cos\'=^„ 


que font les deux sphères avec le plan (II). Les formules < g > nous 
donnent entre ces angles la relation 

i-f-cosV' __ .’i — A-y I — co^V 
I — cosV' ^ ' I — A/ I — cosV’ 


que Ton peut ramener à la forme simple 


(10,) 


V' 

tanL^ - tang — 
”2 ° 2 


i-A 

i-T-// 


Supposons que l’un des deux angles soit constant, il en sera de 
même de l’autre 5 de là résulte un moyen nouveau de déterminer 
la surface (ü') correspondante à une surface ( Y; : On construira 
les sphères (S) tangentes à (2) et coupant le plan (D) sous an 
angle constant a. Par V intersection de chaque sphère (S ) et 
du plan (n) on fera passer une sphère (S') coupant (^11) sous 
un angle donné p. Denveloppe des sphères ( S') donnera la 
surface (S') correspondante à (S). 

Une sphère de rayon nul doit être considérée comme coupant 
un plan ou une sphère quelconque sous un angle infini, La con- 
struction précédente contient donc la suivante comme cas par- 
ticulier : 

On construira les sphères (S) tangentes à (2) et coupant le 



LIVRE II. — CHAP. VIII. 


256 

plan (n) sous un angle constant a* (*). Les sphères de rayon 
nul passant par Vintersection de chaque sphère (?>) et du plan 
i^n) décriront une surface (I' ) correspondante à (S) açec con- 
servation des lignes de courbure. 

Bien antérieurement aux études récentes sur les transformations 
qui conservenl les lignes de courbure, et à une époque où l’on ne 
connaissait, parmi ces transformations, que l’inversion et la dila- 
tation par laquelle on passe d'une surface à la surface parallèle, 
M- O. Bonnet avait fait connaître une transformation qui est 
comprise dans la précédente et qui correspond au cas particulier 
uù l’angle Xj est droit i - i. 

Mais on peut, si l'on emploie les sphères, obtenir une con- 
struction géométrique encore plus simple de la transformation. 
Les formules . g} nous montrent en effet qu’une sphère coïncidera 
avec sa transformée, toutes les fois que l’on aura 



Daprès cela, si Von considère toutes les sphères (S) tangentes 
à une surface (S) et coupant le plan (H) sous un angle con- 
stant^ de cosinus égalà^y elles envelopperont, en même temps 

que (S'i, la surface (S’) homologue de (S) dans la transfor- 
mation considérée 


(^) Pour obtenir langle il suffît de faire, dans la formule (lo), tang— 
On a ainsi 


tang 


3 

3 



(’) O. Bo:«net, mr un genre particulier de surfaces réciproques {Comptes 
rendus, l. XLII, p. 4S5; i8j6). 

{’) Si la constante k est plus petite que Tunîté, les sphères (S) ne coupent pas le 
plan ( n ) ; mais le rapport ~ est toujours constant. C’est dans cette hypothèse 
qu'est tracée la fig, la. 
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1T2. La dernière proposition que nous venons d'énoncer jier- 
met de donner une définition géométrique simple de la transfor- 
mation plus générale que Ton obtient si Ton soumet une fijiiiire 
et sa transformée à une meme inversion. A toutes les sphères qui 
coupaient le plan (H) sous un angle constant, Tin version fait en 
effet correspondre des sphères ou des plans coupant une sphère 
fixe (S) sous un angle égal et constant. Ainsi : 

Sî l’on construit toutes les sphères tangentes à une surface 
(A) et coupant une sphère fixe (S) sous un angle constant, 
elles envelopperont^ en même temps que (A), une surface V> 
qui correspondra à (A) avec conservation des lignes de cour- 
bure. 

Si la sphère (S) se réduit à un plan (H), on retrouve la trans- 
formation par directions réciproques. 

Il ne sera pas inutile de démontrer la proposition précédente 
d’une manière tout à fait élémentaire. Nous examinerons en pre- 
mier lieu le cas où l’angle constant est droit. 

Considérons toutes les sphères (U), qui ont leur centre sur une 
surface (S) et qui coupent à angle droit une sphère (S) de rayon 
R. Le centre O de (S) ayant la puissance constante R- par rapport 
à toutes les sphères (U), les axes radicaux de trois sphères quel- 
conques (ü), et par suite la corde de contact de chaque sphère 
avec son enveloppe, viendront passer par le point O. De là résulte 
la construction suivante de l’enveloppe : 

Les deux points de contact de la sphère (U) de centre il avec 
son enveloppe se trouvent à V intersection de cette sphère et de 
la perpendiculaire abaissée du centre O de (S) sur le plan 
tangent en M à la surface lieu des centres (2). 

Soient jjl, ces deux points placés symétriquement par rapport 
au plan tangent de (S). On aura évidemment 

O jx. O ;jl' = R®, 

R désignant le rayon de (S), et, par conséquent, les deux nappes 
de l’enveloppe seront inverses l’une de l’autre par rapport au 
point O. 

D.-I. 


K 
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M. Moutard a donné le nom ÿ anallagmatiques ( * ) aux surfaces 
qui ne changent pas quand on les soumet à une inversion déter- 
minée. Les deux nappes de l’enveloppe précédente constituent 
donc une surface qui est anallagmatique par rapport au pôle O, 
et, réciproquement, il serait aisé de le montrer, toute surface 
anallagmalique peut être obtenue par la génération précédente. 
D'ailleurs, comme les deux nappes de l'enveloppe sont inverses 
l'une de l'autre, les lignes de courbure tracées sur ces deux 
nappes se correspondent une à une. 

Éludions maintenant le cas général où les sphères variables (U) 
coupent la sphère fixe t S i sous un angle constant qui n’est pas 
droit. Nous commencerons par établir le lemme suivant ; 

Si des sphères variables (ü) coupent une sphère fixe (S ) sous 
un angle constant, différent de zéro et de 'n, on peut toujours^ 
en ajoutant une constante à tous leurs rayons, les transfo7*mer 
en des sphères (U') qui coupent à angle droit une sphère fixe 
(S' \ concentrique à (S). 

Soient, en effet, p et R les rayons des sphères (U) et (S); d la 
distance de leurs centres ; a l’angle constant sous lequel elles se 
coupent ; on aura 

^2 5S _i_ R2 — 2 P R cos a, 

ou encore 

= C P — R cos a )5 -J- R2 sin- a. 

Par suite, si Ton ajoute la quantité constante — R cos a au 
rayon z de fU), ce qui donnera une sphère concentrique (U'), 
celte sphère (U') coupera à angle droit la sphère fixe (S^) concen- 
trique à (S) et de rayon Rsinx. 

Ce lemme étant établi, si nous envisageons toutes les sphères 
(ü ) qui dépendent de deux paramètres et coupent (S) sous un 
angle donné, elles envelopperont une surface à deux nappes (A), 


(*) Moutard, Note sur la transformation par rayons vecteurs réciproques 
{Nouvelles Annales de Mathématiques, a* série, t. III, p. 3o6; i864). 

Sur les surfaces anallagmatiques du quatrième ordre (même Recueil, t. III, 
p. 536; i864). 

Lignes de courbure d*une classe de surfaces du quatrième ordre ( Comptes 
rendus, t. LIX, p. 248 ; 1864 ). 
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{A!)* Les sphères concentriques (U'), qui coupent à angle droit la 
sphère (S'), envelopperont une surface à deux nappes i B » 
respectivement parallèles à (A), » A'r, et, comme les lignes de 
courbure se correspondent sur les deux nappes ( B i B , qui sont 
inverses l’une de l’autre par rapport au centre commun des 
sphères fixes (S), ), il en sera de même en ce qui concerne les 

deux nappes (A) et (A'). La proposition que nous avions en vue 
se trouve ainsi établie dans toute sa généralité. 

Soumettons la figure précédente à une inversion dont le pôle 
soit sur la sphère (S). Cette sphère se transformera en un plan 
(II); les deux nappes (A), (A') se transformeront en deux nappes 
(C), (C'), qui seront l’enveloppe commune d'une famille de sphères 
(U") transformées des sphères (ü) et coupant par conséquent le 
plan (ü ) sous un angle constant. En d'autres termes, les nappes 
( G) et (C') se déduiront Tune de Tautre au moyen de la transfor 
mation par directions réciproques la plus générale. Or on peut 
passer de {'C) à (C^ en efiectuant les transformations suivantes : 
i*^ une inversion qui transforme ( C) en | A>; 2 ^ une dilatation qui 
transforme (A) en (B); 3^^ une im ersion qui transforme ( B ) en ( B'); 
4'’ une dilatation qui transforme ( B'i en ( A'>; 5" une inversion 
finale qui transforme (A') en Ce résultat est conforme k une 
proposition générale de M. Lie (^) d'après laquelle toutes les 


(») Dans le Mémoire déjà cité, inséré an t, V des Mat/icmatische Annalen^ 
M. Lie a fait connaître toutes les transformations de conlact qui conservent les 
lignes de courbure; il a môme signalé (p. 186) le cas particulier de la transfur- 
maiion par directions réciproques; mais cette transfurmation avait été déjà 
donnée dans différents travaux de M. Ribaucour. Voir^ en particulier, Risaücul'b, 
:\ote sur la déformation des surfaces {Comptes rendus, t. L\X, p. 33 a; 
1870). 

Sous une forme différente, elle a été Tobjet des études de Tau leur publiées dans 
les Notes V et IX du Mémoire sur une classe remarquable de courbes et de 
surfaces algébriques^ 1873. 

Les transformations générales considérées par M. Lie dans son Mémoire peuvent 
ôti'e définies d’une manière élégante si l’on emploie les six coordonnées de la 
sphère reliées par l’équation 



1 


et définies an n® 156 . Il suffit, pour les obtenir, de faire correspondre à une sphère 
de coordonnées m, la nouvelle sphère dont les coordonnées m\ se déduisent des 
précédentes par une substitution linéaire orthogonale à coefficients constants. 
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transformations de contact qni conser\’ent les lignes de courbure 
se ramènent a des inversions et à des dilatations. 

173. Revenons aux résultats que nous avons obtenus relative- 
ment à deux sphères qui se correspondent dans la transformation 
par directions réciproques. Ds vont nous permettre de compléter 
les constructions précédentes et de faire connaître de nouvelles re- 
lations entre les éléments correspondants. 

Fig, 12. 


\ 

\ 



Considérons dans la première figure une surface (S) et prenons 
pour plan du tableau 12 ) le plan mené par un point quel- 
conque M de cette surface perpendiculaire à la fois au plan (H) de 
la transformation et au plan tangent en M à (^S). Soit MC la trace 
de ce dernier plan ; si nous construisons la sphère (U) tangente en M 
à et coupant le plan (H) sous un angle constant dont le cosinus 

soit J 7 nous savons qu’elle enveloppe, en même temps que (S), 

la surface (S^) qui correspond à (2). Soit M' le point de contact 
avec J 2' j; le plan tangent en M' à (2^) et le plan tangent en M à 
^2) devant couper le plan (H) suivant la même droite, le point M' 
sera dans le plan du tableau et on l’obtiendra en menant du 
point G, où la droite MC rencontre le plan (H), la seconde tan- 
gente au cercle suivant lequel la sphère (U) coupe le plan du 
tableau. II suit de là que le cercle décrit du point C comme 
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centre avec CM pour rayon passera par le point M' et coupera 
normalement les surfaces (S), (S') en M et en M'. Ainsi, si l'on 
construit tous les cercles normaux à la fois à \ et au plan 
(n), la surface (S') coupera tous ces cercles à angle droit. 

D’ailleurs, comme les deux plans tangents CM, CM' se corres- 
pondent dans la transformation, on pourra leur appliqueür la for- 
mule (^lo') établie pour deux sphères correspondantes quelconques 
et, si l’on désigne par V, V les angles de ces deux plans avec le 
plan on aura 

, V, V' i — k 

tang-tang- = _. 


Si l’on tient compte du sens des normales aux deux plans, on 
aura 

V=MGè, = 


et, par conséquent, 


A-^i 

r = 7 tang 

2 k — I ° 2 


Cette équation qui définit le point quand on connaît le 
point M, exprime que le rapport anharmonique formé sur le 
cercle par les quatre points M', M, S, est constant et égal à 

• On obtient donc le théorème suivant, qui est dû à M. Ri- 

baucour et qui est compris comme cas particulier dans une pro- 
position générale sur laquelle nous aurons à revenir : 

Étant donnée une surface (S), on construit tous les cercles 
normaux à la fois à la surface et à un plan fixe (II). Ces 
cercles sont normaux à une famille de surfaces (S) qui sont 
définies de la manière suivante : Pour chacune d^ellesy le 
rapport anharmonique du point où elle coupe chaque cercle 
normal à (S) et des trois autres points où ce même cercle est 
coupé par (S) et par (II) est un nombre constant. Les surfaces 
(S') sont celles qui dérivent de (S) dans les différentes trans- 
formations par directions réciproques qui admettent le même 
plan (n). 

On peut signaler encore d’autres relations géométriques. Si, du 
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centre P de la sphère qui enveloppe à la fois ^2]; et ( S ) on abaisse 
une perpendiculaire PR sur le plan i H ^ elle coupe le cercle en un 
point Q qui décrit une surface normale au cercle, comme il est 
aisé de le démontrer. En effet, la tangente en Q et la ligne MAP 
coupant Taxe SS' en un meme point H, on a, en vertu d une pro- 
position*de Géométrie élémentaire, 


QC^ MCS 




OU, en tenant compte de la formule donnée plus haut, 



/r. 


-V A-i 


tang 




le rapport anharmonique des points Q, M, S, S' étant constant 
en vertu de cette équation, la surface décrite par le point Q est 
bien normale au cercle et elle correspond à (^S) avec conserva- 
tion des lignes de courbure. On a d’ailleurs 

âÏP* = MQ X MQ' = PR* — Rq’ 

OU, en remarquant que MP, PR sont liés par l’équation (i i), 

RQ = PR 

on obtiendra donc la surface lieu du point Q, en réduisant dans le 
rapport de yji — à i les ordonnées perpendiculaires au plan (D) 
de la surface lieu du point P. De là le théorème suivant : 

Si Von considère toutes les sphères (U) dont les centres dé- 
crivent une surface (S) et qui coupent un plan (H) sous un 

angle constant ^ de cosinus égal à ^3 elles enveloppent une sur- 
face à deux nappes [fl), (S') dont les lignes de courbure corres- 
pondent point par point à celles de la surface (S') obtenue en 
réduisant, dans le rapport de à i, les ordonnées de 

(S) perpendiculaires au plan (H). 

Si, par exemple, la surface (S) est du second degré, ce théorème 
permettra de déterminer immédiatement les lignes de courbure 
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dos deux nappes (S), (S' ) ; elles correspondront, en effet, aux lignes 
de courbure de la surface (S') qui sera ici du second degré - 

174. Nous allons maintenant chercher ce que deviennent les 
formules relatives à la transformation par ravons vecteurs réci- 
proques, quand on emploie le système de coordonnées (a, 3, ? t. 
Soient 

X _ Y _ Z _ 

X y Z -T- V- — 5* 

les formules de la transformation. Au plan 
(12) ttX-i- pY-f-wZ -r-/> = O 

correspondra la sphère 

P 

ux -4- P/ -i- wz -î- ~ I r* — Z - 1 = O- 


Cherchons l’équation tangentielle de cette sphère, c’est-à-dire 
la condition pour que le plan 

u'x -î- p'y -T- iV*Z -r- /?' = O 


lui soit tangent; l’application des méthodes élémentaires nous 
conduit à l’équation cherchée 


A-2 


4- UU^ -h PP' 4- WW' ±: /m® — p2— W- / m'*— -T- = O. 


Introduisons les coordonnées ç, a, p à la place de u, r, tv, p et 
i', et!, P' à la place de i/, (v', />'. L’équation précédente prendra 

la foime 


asp + aa'p' - (a -f- ? i(a’ -h i i a- ? K = o. 

AT" 

En prenant successivement le signe + et le signe — , nous 
aurons les deux équations 

(13) -*')(?- P'). 

(14) 

qui réalisent, en quelque sorte, le dédoublement de l’inversion. 
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Cos formules se ramonent Tune à Fautre quand on échange a et ,3 : 
et col écliange ne modifie en rien l'équation d’un plan dans le 
système «a, 3, nous pourrons donc nous borner à con- 
>idérer une seule des deux équations. jN^ous choisirons la for- 
mule (i3». 

Quand le plan défini par l'équation (12) enveloppe une surface 
. 2 , ; e^t une fonction donnée de a et de ,3, et la sphère définie par 
i'équalion i3'' en ,3', ç' enveloppe la surface (S') correspondante 
à S '. Pour a\oîr le point ou plutôt le plan de contact de cette 
‘«plière avec* son enveloppe, il faut appliquer les principes généraux 
de la théorie des enveloppes et joindre à l'équation (i3) ses deux 
«iérîvées par rapport à a et à 3, | étant considérée comme une 
fonction de a et de ^3. En appelant p et q les dérivées premières 
de on trouve ainsi le système 


tij> ' A2| 3 — 

^ — A’ta— a',1. 

(jui détermine a, |3', ç’ en fonction de a et de |3. 

Si Ton différentîe maintenant la première équation (10), en 
tenant compte des deux autres, on trouve 

ï (T; = 3— 3' a-- aM 


On aura donc, en désignant par q^ les dérivées de par 
rapport à 3^ 


i 16) 


( 5 / = 7 . 2 , 3 - 30 ^ 
( Ïy' = 7*2» a — a'). 


Les formules (i3), ( 16) définissent toutes les relations entre les 
éléments correspondants des deux surfaces. Elles fournissent le 
tableau suivant ; 





1 

P' 


P 


I 


J. 


07; 
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d'où l'on déduit, par un calcul facile, 

dp' d%’ — dq' d'j = — \ dp d% — dq d'tt ’ . 

Cette équation établit de nouveau que l'inversion conserve les 
lignes de courbure. 

n importe d’établir nettement ce qui distingue, au point de ^'lle 
géométrique, les formules (i3) et (i4 J- Quand on échange a et p 
l’équation du plan tangent ne change pas et, par conséquent, on a 
toujours la même surface; mais le sens positif de chaque normale 
est évidemment changé. Gela résulte des expressions 



des cosinus directeurs de la normale. Par conséquent, les formules 
(i3) ou (i4)î q'ii se déduisent l’une de l'autre par l'échange de a 
et de font bien correspondre à une surface (I) la même surface 
(S'); mais à un sens déterminé d'une normale à la surface 
correspondront des sens opposés de la normale à la surface <, S) 
suivant qu’on adoptera la formule (i3) ou (i4). Pour caractériser 
au point de \Tie géométrique chacune de ces formules, il suffira 
donc de donner la relation entre les sens positifs des deux nor- 
males, qui correspond par exemple à la formule (i3). Pour cela 
considérons deux surfaces homologues (S), (2'), et deux points 
correspondants M, IVP, sur ces deux surfaces. A un point de (Sj 
décrivant une courbe infiniment petite autour de M dans un sens 
déterminé correspondra un point de (S') tournant également dans 
un sens déterminé autour de M'; attribuons aux deux normales un 
sens tel que les deux courbes paraissent être parcourues en sens 
contraire autour de leurs normales respectives; on aura ainsi la 
correspondance entre le sens des normales, définie par la formule 
(i3) et par celles que nous en avons déduites. 

Pour le démontrer, il suffit de considérer la sphère (S) de 
rayon R ayant pour centre l’origine des coordonnées et dont l'é- 
quation est 

5 = R(a-?). 

Les formules (ly) nous donnent pour la sphère correspondante 
P'=a, a'=p, 
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Les deux premières formules montrent que le sens positif de la 
normale se trouve changé et la proposition précédente se vérifie dans 
ce cas particulier- Cela suffit; car, si Ton déforme progressivement 
la sphère . S ‘ de manière à Tainener à coïncider avec une surface 
quelconque (I , la proposition établie pour la sphère (S) doit né- 
cessairement se conserver, en vertu de la continuité, pour la 
surface 1 2 '. 
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LIVRE III. 

LES SURFACES MI.MMA. 


CHAPITRE I. 

B.ÉSUMÉ HISTORIQLE. 

L'équation aux dérivées partielles de Lagrange. — Mémoire de Meusnier sur la 
courbure des surfaces. — Premières recherches de Monge. — Methude rigou- 
reuse de Legendre. — Détermination de quelques surfaces minima nouvelles, 
par M. Scherk. — La surface minima réglée, le théorème de M. Catalan. — 
Recherches générales sur la théorie par MM, O. Bonnet, Catalan et Bjurling. 

173 , Avant de continuer l’exposilion des théories j;énérales, 
nous allons faire une application étendue des méthodes et des ré- 
sultats développés dans les deux Livres précédents. Nous avons 
choisi les surfaces minima dont Fétude présente un intérêt véri- 
tablement exceptionnel; car elle touche à la fois au Calcul des va- 
riations, à la Physique mathématique et à la Théorie moderne des 
fonctions. 

Dans le célèbre Mémoire intitulé : Essai d^une nouvelle mé- 
thode pour déterminer les maxima et les minima des formules 
intégrales indéfinies^ qui est inséré dans le t. II des Miscellanea 
Taurinensia, années 1760-61 (^), et qui contient les principes de 
son Calcul des variations y Lagrange, après avoir généralisé les ré- 
sultats obtenus par Euler relativement aux intégrales simples, se 
propose de montrer, dans l’Appendice I, que sa méthode s'applique 
aussi aux intégrales doubles; et il choisit comme exemple celle 
qui exprime l’aire d’une portion de surface rapportée à des coor- 
données rectangulaires 

// dx dy /rî-p*— ÿs. 


(*) Voir aussi Œuvres de Lagrange, t. I, p. 335. 
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Il trouve ainsi que la surface minima passant par un contour 
donné doit satisfaire à l'équation 


—J 




^ I 


^ -Uo. 


Le [>rr»blème se réduit donc, dit-il, à chercher p ei q par ces 
conditions que 


P fLr — q dy et 


P dy — g dx 


soient des diflcrentielles exactes. 

J II est d'abord clair qu'on satisfera à ces conditions, en faisant 
P et y cunstantes, ce qid donnera un plan quelconque pour la sur- 
face cherchée; mais ce ne sera ià qu’un cas particulier, car la 
solution .générale doit être telle que le périmètre de la surface 
puisse être choisi à volonté. » 


Lagrani^e se contente des remarques précédentes; car le but 
unique de son admirable Mémoire était la formation des équations 
diflérentielles auxquelles doivent satisfaire les courbes et les sur- 
faces qui donnent la §olution des problèmes posés; et il termine 
l'Appendice consacré aux intégrales doubles en donnant l’équation 
aux dérivées partielles de la surface dont l’aire est minimum parmi 
celles qui circonscrivent des solides égaux. 

La théorie si simple et si féconde que Lagrange avait substituée 
aux méthodes d'Euler ne fut pas immédiatement acceptée par tous 
les géomètres. En 1 767, Borda fit imprimer, dans les Mémoires de 
r Académie des Sciences, un travail intitulé : Éclaircissement 
sur les méthodes de trouver les courbes qui jouissent de quelque 
propriété de maximum ou de minimum, et il crut faire une 
œuvre utile en démontrant par une voie nouvelle, et sans rien lui 
ajouter, le résultat de Lagrange. 


' 176 . C'est dans un beau Mémoire de Meusnier (*) qu’est com- 
mencée, et de la manière la plus heureuse, l’étude de l’équation 


( ’ ) Mémoire sur la courbure des surfaces par M. Mecs^ier, Lieutenant en 
premier, surnuméraire au corps royal du Génie, Correspondant de l’Académie, lu 
les i 4 et ai février 1776 {Mémoires des Savants étrangers, t. X, p. 477; 1785). 
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aux dérivées partielles de Lagrange. Ce travail contient une théorie 
nouvelle de la courbure qui, à tous égards, aurait mérité d 'être 
conservée à coté de celle d'Euler; Meusnier, après avoir rappelé 
qu’Euler avait publié en 1761, dans le Recueil de l'Académie de 
Berlin, le Mémoire qui contient les propositions devenues clas- 
siques sur la courbure des sections normales laites en un point 
donné d’une surface, ajoute que « Ton peut présenter la question 
sous un autre point de vue en la faisant dépendre d’une propriété 
intéressante, savoir qu’il existe une génération qui convient à tout 
élément de surface ». 

La génération dont veut parler Meusnier, et qu’il développe avec 
précision dans le cours de son travail, est la suivante : on peut, en 
négligeant seulement les infiniment petits du troisième ordre, consi- 
dérer tout élément de surface dans le voisinage d'un point donné, 
comme engendré par la rotation infiniment petite d'un petit arc 
de cercle autour d’un axe situé dans son plan et parallèle au plan 
tangent de cet élément. Il nous est aisé, aujourd’hui, de retrouver 
les propositions de Meusnier et de nous rendre compte de sa mé- 
thode. Si, en effet, on considère (Jig> i 3 ) un point quelconque M 
de la surface et les centres de courbure principaux C, C* relatifs 
à ce point, toute surface aura en M un contact du second ordre 
avec la proposée si elle admet en M les mêmes directions princi- 
pales Ma;, Mj^, et si, de plus, elle a les mêmes centres principaux 
correspondants aux deux directions principales. Si donc on veut 
obtenir un tore ayant un contact du second ordre avec la sphère 
donnée, ce tore devra admettre comme cercle générateur, soit le 
cercle principal de centre C et de rayon CM décrit dans le plan CM jr, 
soit le cercle de centre C' et de rayon CM décrit dans le plan 
C'M^V. De plus, si l’on considère, par exemple, le premier cercle 
décrit dans le plan CMa;, le second centre de courbure principal 
de\Ta se trouver sur l’axe du tore. Cet axe sera donc assujetti à 
la double condition de passer par le point C' et de se trouver dans 
le plan CMjc. En raisonnant de même pour le second centre de 
courbure, on reconnaît qu’il y aura deux séries de tores osculateurs 
en M; tous les tores d’une même série auront un même cercle gé- 
nérateur, décrit dans l’un des plans principaux ayant pour centre 
le centre de courbure relatif à ce plan ; leurs axes, tous néces- 
sairement situés dans ce plan, passeront par l’autre centre de 
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courbure. Le mode de généralion considéré par Meusnier re\ient 
à substituer à h surface dans le \oîsinage du point M le tore oscu- 
lateur paiiiculierdont Taxe est parallèle au pian tangent; les axes 
des deux tores qu'il obtient ainsi sont les droites D et A que 
M. Mannheim a retrouvées et introduites récemment avec succès 
dans la théorie de la courbure des surfaces. On s'explique aussi, 
par les remarques précédentes, comment Meusnier, en partant 
d'un point de vue tout à fait différent de celui d'Euler, est con- 
duit uéaiimoin> à considérer les mêmes éléments géométriques. 

Fi$. i3. 


^iC 

f 

Â. 

! 


Comme application de sa méthode générale, Meusnier détermine 
d'une manière très exacte la surface dont tous les points sont des 
ombilics et il cherche à établir parla Géométrie Téquation aux dé- 
rivées partielles des surfaces minima. Par des raisonnements, qui 
sont à la vérité peu satisfaisants, il est conduit à cette condition 
que la somme des rayons de courbure principaux doit être nulle en 
chaque ]»oint de la surface. C’est donc dans le Mémoire de Mens- 
nîer qu'aj>paraît pour la première fois l’interprétation géométrique 
de Téquation de Lagrange. 

Pour trouver des surfaces satisfaisant à cette équation 


Meusnier remarque que, d’après un résultat déjà donné par 
Monge, l’équation 

< a) grîr— ipqs 

est celle des surfaces engendrées par une droite parallèle au plan 
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des En l’adjoignant à l’équation «*i •, ce qui donne 
( 3 ) r~/=:o. 

on aura, s’il en existe, les surfaces minîma engendrées par une 
droite parallèle à un plan. L’intégration simultanée des équa- 
tions (2) et ( 3 ) conduit ainsi raïUeur à Tliélicoïde gauche à 
plan directeur. 

Enfin Meusnier détermine la surface minima de révolution, et 
il démontre qu’elle est engendrée par la rotation d une chaînette 
autour de sa base. On voit que son travail a fait connaître, en 
même temps que l’interprétation géométrique de Téquatlon de 
Lagrange, deux surfaces minima qui sont, aujourd'hui encore, 
au nombre des plus intéressantes et des plus simples. La méthode 
par laquelle est obtenu l’hélicoïde est féconde et a été souvent 
appliquée à la recherche de solutions particulières des équations 
aux dérivées partielles. 

177 . C’est dans son Mémoire sur le calcul intégral des équa- 
tions aux différences partielles [Mémoires de V Académie Ravale 
des Sciences pour 1784? p- i ï 8 ) que Monge s’est occupé pour la 
première fois des surfaces minima et de Tinlégration de l’équation 
aux dérivées partielles de Lagrange. Monge commence par in- 
tégrer exactement l’équation différentielle des caractéristiques, ce 
qui est le point essentiel; mais il commet ensuite quelques erreurs 
de raisonnement qui le conduisent à présenter la solution sous une 
forme inacceptable; car les coordonnées rectangulaires x. y, .3 
sont exprimées en fonction de deux paramètres a, a! par des qua- 
dratures de la forme 

y*(M -4- N da' 

où M, N sont des fonctions de a et de al ne satisfaisant pas à la 
condition d’intégrabilité. 

Les erreurs commises par Monge pouvaient être facilement 
corrigées et, en effet, dans un beau Mémoire sur ^intégration 
de quelques équations aux dérivées partielles [Mémoires de 
V Académie des Sciences, 1787, p. 3 og), Legendre, après avoir 
signalé les objections que Ton doit adresser à la méthode 
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j)rimilîve de Monge, ajoute ces quelques mots : Depuis « ses 
recherches Tont conduit à la vraie intégrale qu’il a bien voulu me 
communiquer avec le procédé qu'il avait suivi; mais ce procédé 
tenant à quelques principes métaphysiques dont les géomètres ne 
conviennent pas encore, j'ai été curieux de chercher la même 
intégrale parla voie ordinaire, et j'y ai été engagé par M. Monge lui- 
même. On \ erra que j'y suis parvenu fort simplement par un chan- 
gement de variables qui peut être utile dans d'autres occasions et 
que j'appliquerai même à des équations plus générales. » 

Les K principes métaphysiques » dont il est question dans ce 
passage sont sans doute les idées de Monge sur la génération des 
surfaces par la méthode des enveloppes, idées qu'il a développées 
d'une manière s\stématique dans \! Application de V Analyse à 
la Géométrie. Xousa^ons peine aujourd'hui à les comprendre, 
sinon dans leur esprit, au moins dans leur enchaînement et dans 
leurs détails. Il ne faut donc pas s'étonner que le procédé nouveau 
de Monge, qui coïncide sans doute avec celui qu’il a lait con- 
naître plus tard dans son Ouvrage, ait donné naissance à de 
sérieuses objections 


178. La méthode de Legendre est élégante et irréprochable. 
Elle consiste à remplacer les variables x, v, par /?, q et 


ç =px^qy^z, 


en considérant v comme une fonction de p et de q; ce qui revient, 
suivant une remarque de M. Chasles, à substituer à la surface sa 
polaire réciproque par rapport à un paraboloïde. 

Legendre effectue la transformation de variables d’une manière 
très élégante. Il substitue aux deux expressions de Lagrange 


pdx-rqdv^ 


qdx — P dy 


('} Si nous nous reportons ù une indication donnée en iSSa pai* Poisson dans 
une Note très courte que nous citons plus loin [p. 275], ces objections auraient 
été formulées par liaplace et auraient donné naissance à de longues discussions 
entre les deux grands géomètres. 
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qui doivent être des différentielles exactes, les suivantes 

X dp -^y dq = 

xd ( —rd 1 — . ^ 

\vi—p*—g-J \V I- 


■q^—p- 


et tout se réduit à écrire que l’expression 

— P— 

<^P <>q 

est une différentielle exacte. On a ainsi Téquation linéaire 


'4.» 


dp^ ^ ^ dp dq ^ rJq^ 


qui, jointe aux suivantes, 


| 5 ) 




ùv de 



suffit à déterminer complètement la surface. 

L'équarion (4) est de celles qu'il est possible d'intégrer par 
Tapplication des méthodes régulières ; on peut obtenir les équations 
en termes finis des caractéristiques etappliquer ensuite la méthode 
de Laplace. Mais Legendre abrège beaucoup les calculs en for- 
mant l’équation 


, é2 0 é20 , , i)fi dfi 

2 4- ^pq - — gr» t-— - — 2/7- 2^--- = O, 

' dp^ dp dq ^ ^ ' dq^ ^ dp ^ dq 


à laquelle satisfont z considérées comme fonctions de p et 

de y; on pourra lire l’exposition complète de cette méthode dans 
le grand Traité de Calcul différentiel et intégral de Lacroix^ 
( 2 ® édition, t. II, p. 620 ). 

Nous devons remarquer que Legendre, après avoir donné les 
formules dont il devait la connaissance à Monge, fait connaître 
de nouvelles formules entièrement débarrassées de tout signe d’in- 
tégration, et qui auraient pu servir de base à une élude fructueuse 
des surfaces minima. 


179. La méthode d’intégration donnée par Monge dans Y Ap- 
plication de T Analyse à la Géométrie n’est pas la seule que 
D.— r. 18 
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nous lui devions; le Traité de Lacroix en contient une autre qui 
repose sur une idée très ingénieuse et très féconde : elle consiste 
à tran^ioriiier une équation aux dérivées partielles en considérant 
les trois coordonnées v, z comme des fonctions de deux para- 
mètre'? a et h. L'équation des surfaces minima prend ainsi la 
forme 


M “ [0:1) \oa / J’ ‘ ^ db^-J 

^ ' . fjjc dx dy fiv àz *iz fi-x y d^y ^ o-z \ 

\ * ou 06 oa Ob oa c/j J' ~ oaOb ‘ dadb daüb' 

|_ ^ ob) ^^^b) dtx- da^ da^) 

X, Y. Z étant les cosinus directeurs de la normale déterminés par 
les équations 

(x:ir_Yî^'_z-"==«. 

’ Oa fia fia 


Lx- 


fia 

^.dv 


da 

dz 


ob 


ob 


Ob 


et Monge remarque qu'on peut y satisfaire en prenant 



^ ^ ù^x __ d^y ô^z 

^ da Ob dadb da ùb ”” 

ce qui donne 

j- = Ai-i-Bi, 
y = A2 ~r~ Bjj 
^ = Aj-hBa, 

A,. Ay étant des fonctions de a et 64, Bo, B3 des fonctions 
de A, assujetties à vérifier les conditions 


,jQj ( û?Af -H ûTAI -r- = O, 

I ifBj -f* û?B® = O. 

Mais il est clair que cette méthode si élégante est encore sujette 
à des objections; car, si l’on prend pour æ et A les paramètres des 
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lifînes de longueur nulle. Téqualion (G) donne simplement 
X—- — Y-^ — — 

et non les trois équations (9). 

180 . La méthode de Legendre et celle d'Ampère donnée en 
1820 dans le XVIIP Cahier à\\ Journal de V École Polytechnique 
ont été pendant longtemps les seules conduisant sans objection 
possible à Tintégrale dont la découverte constitue un des pljis 
beaux titres de Monge à notre admiration. 

Si on laisse de cùté certaines surfaces imaginaires trouvées j»ar 
Poisson ('* >, on n’a connu, depuis 1776 jusqu'en i 83 o, que les 
deux surfaces minima obtenues en premier lieu par Meusnîer, 
Pendant longtemps on n’a fait aucun usage de l'intégrale de 
Monge et, dans un article de deux pages qui n'était pas de nature 
à encourager les géomètres (-), Poisson déclarait eti iSSâ que 
« malheureusement on ne saurait tirer aucun parti de cette intégrale 
qui se trouve compliquée de quantités imaginaires et exprimée 
par le svstème de trois équations entre deux variables auxiliaires 
et les coordonnées courantes de la surface », 

Deux ans après, en i 834 , paraissait dans le Journal de Crelle 
un travail deM. Scherk(^) qui ajoutait des résultats importants à 
la théorie des surfaces minima et contenait les premiers exemples 
de surfaces minima déduites de l'intégrale de Monge et de Le- 
gendre. 

L’auteur rentre d’abord dans la voie ouverte par Meusnier; il 
décompose l’équation aux dérivées partielles de Lagrange en 
deux autres qui auront des solutions communes. C'est ainsi qu'en 


(*) Poisson, Remarques sur une classe particulière d*equations aux diffé- 
rences partielles à trois variables ( Correspondance de C École Polytechnique^ 
l. II, p. 4^o; i8i3). 

(2) Poisson, Note sur la surface dont Vaire est un minimum entre des //- 
mites données Journal de Crelle^ t. Mil, p. 3Gi; 1802 ). 

(*) H.-F. ScHEBK, JSemerkungen über die kleinste Fldche innerhalb gegebener 
Grenzen {Journal de Crelle, t. XIÏI, p. i85). Ce travail est la suite et le com- 
plément d’un Mémoire couronné par la Société des Sciences de Leipzig et inséré 
dans le tome IV des Acta Societ. Jablonoçianœ, p. 204-280. 
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? = O, 


il est conduit à la surface définie par Téquation 


nn 


co^a.r 

cosav 


En prenant les coordonnées semi-polaires s, et en sup- 
posant 

__ 

dz üb ““ 


il obtient tous les hélicoïdes qui sont des surfaces minima : ils 
sont déterminés par Téquation 


(12 i 


^ = ô lofi rt- H- i^p- — -r-a arctang ab ■ 

a^p-—b- 


■ O, 


où a y c sont trois constantes quelconques (*), et ils com- 

prennent cdmme cas particuliers à la fois l’alysséide et Thélicoïde 
à plan directeur, qui correspondent respectivement aux hypothèses 
« = O et 6 = 0 . L'auteur montre quelles valeurs on devra attri- 
buer aux fonctions arbitraires qui entrent dans les formules de 
Monge pour retrouver les surfaces précédentes. Mais de plus, 
et c'est là l'un des principaux mérites de son travail, il déduit par 
Tunique emploi de ces formules des surfaces nouvelles, assez 
compliquées mais réelles. A la fin de son étude, il se propose^ 
mais sans y réussir complètement, de déterminer toutes les surfaces 
minima engendrées par le mouvement d’une ligne droite. Cette 
question, dont nous avons déjà donné une solution (n° 11), a été 
résolue pour la première fois par M- Catalan qui a prouvé que 


i * ) En appliquant les méthodes du n** 73 à ces hélicoïdes on trouve que leur 
élément linéaire a pour expression 

ds^ = du^-\~ ( a* -4- ô*) d¥. 

Tous ceux pour lesquels la somme est la même sont donc applicables les 

uns sur les autres. 

(») CA.TALAN, Sur les surfaces réglées dont Vaire est un minimum {Journal 
de Liouçille, i« série, t. VII, p. 2o3 ; 1842 )- Voir aussi J.-A. Serbet, Note sur 
la surface régi ée don les rayons de courbure principaux sont égaux et di- 
rigés en sens contraire {Journal de Lwusfille, t. XI, p. 45 1; 1846). 
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la seule surface minima réelle engendrée par le mouvement d'une 
ligne droite est Thélicoïde à plan directeur. On peut la rattacher 
d'ailleurs à une proposition plus générale obtenue ultérieurement 
pariDI. Beltrami et Dini (^) et d'après laquelle les seules sur- 
faces réglées pour lesquelles il existe une relation entre les deux 
rayons de courbure sont des hélicoïdes. 

181. Nous laisserons de côté différentes recherches que nous 
aurons l'occasion de signaler au cours de cette étude et nous 
passerons immédiatement à une courte Note de M. O. Bonnet 
insérée en i853 dans les Comptes rendus (- ) et qui contient des 
résultats de la plus haute importance pour la théorie des surfaces 
minima. L’éminent géomètre y indique un système nouveau de 
formules relatives à la théorie générale des surfaces. On peut ca- 
ractériser la méthode de M. O. Bonnet et en même temps rendre 
compte des avantages qu’elle présente, en remarquant que les 
variables employées pour la représentation analytique de la sur- 
face constituent un système de coordonnées tangentielles. Or les 
développements donnés dans le Livre précédent nous montrent 
que, si les coordonnées tangentielles jouent le même rôle que les 
coordonnées ponctuelles dans la théorie des systèmes conjugués 
et des lignes asymptotiques, elles donnent naissance à des calculs 
et à des propositions plus simples dans l’étude des questions 
relatives aux lignes de courbure. Les variables choisies j^ar 
AI. Bonnet sont les suivantes : Étant donnés une surface (2) et un 
point M de cette surface, le plan tangent est déterminé par sa re- 
présentation sphérique m sur la sphère de rayon i et par sa dis- 
tance au centre de cette sphère; quant au point m de la sphère, 
il est déterminé par sa longitude o et sa colalitude B. L’équation 
du plan tangent s’écrit alors 

(i3 ) X sîn6 cosç -h Y sin6 simp-H Z cos6 + 0 = 0 (*) 


(*) Beltrami, Risoluzione di un problema relativo alla teoria delle super- 
ficie gobbe {^Annales de Tortoîinif t. VIT, p. io5; x865). 

Dini (U.), Sulle superficie gobbe nelle quali uno dei due raggi di curva- 
tura principale è una funzione delV altro (môme Volume, p. ao5). 

(») O. Boxnet, Note sur la théorie générale des surfaces {Comptes rendus, 
t. XXXVII, p. 529 ; i853). 
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mais Fauteur transforme cette équation en introduisant à la place 
de et de les Nariables isothermes 



sinf» 


et elle prend alors la forme 


14 


X cos a: — Y sin — Z i sin iy = z. 


Ce ne sont pas, on le voit, les variables que nous avons con- 
sidérées au Chap. VII du Livre précédent; mais la suite des calculs 
améue le savant auteur à introduire ces variables, très voisines des 
précédentes, au moins dans certaines applications. On pourra 
consulter, en particulier, le Mémoire sur V emploi d^unnous;eau 
système de variables dans V étude des propriétés des surfaces 
courbes inséré en i8do dans le t. V ( 2 ® série) du Journal de 
Lionville^ qui contient le développement complet et systématique 
de la méthode de M. Bonnet et Ton trouvera à la page i83 de ce 
beau travail Téquation des lignes de courbure ramenée à la forme 
simple 

r — t = O. 

Les recherches de M. Bonnet, avant d’être développées dans le 
Mémoire que nous venons de citer, ont été indiquées d’une 
manière très nette dans la Note de i853 et dans trois autres Notes 
insérées aux Comptes rendus (*). Elles ont réalisé, on peut le 
dire, un progrès décisif dans la théorie des surfaces minima. 
Elles ont donné Féquation intégrale sous une forme qui a per- 
mis d’obtenir toutes les surfaces réelles et un nombre illimité 
de surfaces algébriques; elles ont fait connaître surtout un grand 
nombre depropriétés géométriques communes à toutes ces surfaces ; 
elles ont enfin fourni la solution complète du problème suivant 
qui est fondamental : Déterminer la surface minima passant 


(*) O. Bosset, Sur la détermination des Jonctions arbitraires qui entrent 
dans Véquation intégrale des surfaces minima {Comptes rendus, t. XL, 
|>. 1107; i855). — Obserçations sur les surfaces minima {Comptes rendus ^ 
t. XLI, p. 1057; i855). — Nouvelles remarques sur les surfaces à aire minima ^ 
{Comptes rendus, t, XLII, p. 532 ; i856). 
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par une courbe quelconque et admettant en chaque point de 
cette courbe un plan tangent donné. Xous complcturons d'all- 
lt*urs, clans notre exposition, ces indications rapides. 

La méthode de M. O. Bonnet est directe et indépendante de 
l'intégrale de Monge. Dans nn travail (< ) publié par extraits dans 
les Comptes rendus en i855, M. Catalan a fait connaître diffé- 
rentes transformations de cette intégrale et de Téqualion aux déri- 
vées partielles, qui l’ont conduit, en particulier, à un svstème de 
formules entièrement débarrassées d'imaginaires. 11 a aussi indiqué 
les moyens d’obtenir un nombre illimité de surfaces algébrique^. 

182. Dans ces derniers temps, M. Lie a appelé l'attention des 
géomètres sur des recherches qui, malgré l'inlérét qu'elles pré- 
sentent, étaient restées ignorées. En i844. E.-G. Bjûrling. pro- 
fesseur à F Université d’Upsal, a inséré dans les Archives de 
Grunert (t. IV, p. 290) un ^Mémoire de vingt-cinq pages intitulé : 
In integrationeni œquationis derivatarum partialium super- 
Jîciei cujus in puncto unoquoque principales ambo radii cur’- 
eedinis œquales sunt signoque contrario. Ce travail mérite une 
analyse détaillée. L’auteur y reprend d'abord la méthode de 
Legendre 9 mais, en choisissant des variables nouvelles, il est con- 
duit à Féquation 

(!} 2 cü 2 * dîa 2 3 ùiù 

50^ a »— ~ôx ~ 

qui est plus simple que celle de Legendre et qu'il intègre par l'ap- 
plication régulière de la méthode de Laplace. Il obtient ensuite 
des expressions très simples des coordonnées \\ z en fonction 
des deux variables a et P, et de deux fonctions arbitraires. Puis il 
indique comment on détermine ces fonctions arbitraires de telle 
manière que la surface passe par une courbe donnée et y admette 
en chaque point un plan tangent donné. La solution de ce dernier 
problème, que Bjürling a eu le mérite de poser et de résoudre le 


( ’ ) Une rédaction développée des rerherches de M. Catalan a paru en i&58 dans 
le XXXVtP Cahier du Journal de VÉcole Polytechnique sous le litre suivant : 
Mémoire sur les surfaces dont les rayons de courbure en chaque point sont 
e^aux et de signes contraires. 
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premier sans en apprécier peut-être toute Tiniportance, est ramenée 
dan H son Mémoire à la détermination d'une fonction dont la 
dérivée Iroî-^ième est connue. 

Bjürlin^ examine ensuite quelques autres problèmes qu’on peut 
rattacher au précédent, par exemple le suivant : Déterminer la 
surface minima qui coupe une surface donnée suivant une 
courbe telle quen chacun de ses points p et q soient des fonc- 
tionsdonnces à Vacance de z. 

Le reste du Mémoire ne contient rien de nouveau. 

183 - Les importantes recherches de M. Weierstrass, publiées 
en iSGô . * ’ , reposent sur l’emploi des formules de Monge, mises 
••ous une forme extrêmement élégante^ et qui paraît la plus com- 
mode dans les applications. M. Weierstrass a résolu, le premier, 
plusieurs questions essentielles : il a, en particulier, donné le 
moyen de trouver toutes les surfaces minima réelles et algé- 
briques. Ses formules établissent de la manière la plus claire le 
lien qui existe entre la théorie des fonctions d’une variable ima- 
irinaire et celle des surfaces minima, puisqu’elles montrent qu’à 
toute fonction de l'argument imaginaire correspond une surface 
minima réelle. Mais, comme nous ferons connaître les recherches 
de cet illustre géomètre ainsi que les principaux travaux publiés 
depuis 1867, nous arrêterons ici cet exposé historique en signalant 
toutefois un Mémoire de M. Beltrami Sulle proprietà générait 
delle superficie area minima J inséré en 1868 dans le t. VII 
des Mémoires de V Académie des Sciences de Bologne (2® série). 
Ce beau travail, sur lequel nous aurons à revenir, contient une 
Notice historique très étendue qui nous a permis, du moins nous 
l'espérons, de n'oublier aucun travail important publié sur notre 
sujet avant 1860. On consultera aussi avec le plus grand profit le 
Mémoire de M. Schwarz intitulé Miscellen aus dem Gebiete der 
Minimaljlàchen, inséré au tome LXXX du Journal de Crelle 
< p. 280, 1870). 


( * } Weierstrass, Veber die Flâchen deren mittlere Krümmung ûberall gleich 
Nuit Ut {MonaUberichte der Berliner Akademie, pp. 612, 855; 1866). Ueber 
eine besondere Gattung von Minimaljlachen (même Recueil, p. 5ii ; 1S67). 
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CHAPITRE IL 

LES SURFACES MINIMA E3î C00ïlD0^■^'ÉES PO^XTUELLES- 

Première condition à laquelle doit satisfaire la surface minima passant par un 
contour donné. — Intégration de l’équation aux dérivées partielles. — Formule^ 
de Monge. — Formules de Legendre ne conlcnant aucun «igné d'intégration. — 
Double système de formules donné par M. Weîerstrn^s. — Détermination tl- 
toutes les surfaces minima algébriques et réelles. — Relation entre la tliéon * 
moderne des fonctions et celle des surfaces minima. 


18 i. Considérons une surface «juelconque, ou plutôt une por- 
tion continue de surface (2) limitée par un contour, et proposons- 
nous de trouver la variation de Paire quand on passe à une surface 
infiniment voisine. Soient z les coordonnées d'un point 

de i 2); c, c', c''les cosinus directeurs de la normale en ce point. 
Nous prendrons pour coordonnées curvilignes u et v les paramètres 
des lignes de courbure de la surface. Alors, si Ton désigne par R, 
R' les deux rayons de courbure au point considéré, les formules 
d'Olinde Rodrigues nous donneront 


1 1 1 


djr de 

^ R = O, 

ou âii 

ôx -,dc 

R'-- = ü, 

6(v» dp 


dy f)c' Oz ^ oc 

au ou Ou au 

ôv ^,àc' oz 

— R -7- = O, — R — - = ü. 
dp dp dp Ov 


On a d’ailleurs 


(2> 


I de de 
) du dp 
J dx dx 

I du dp 


du dp 
du dp 


de’' de'' __ 
àü'ùv' 
ôz Oz 

= O. 

du dp 


Nous poserons, pour abréger, 


( 3 ) 
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on aura évidemment 


E- = e^R2, G^= 

et l'on olitienJra pour Télénient linéaire de la surface (E) Tex- 
pres^ion 

1 j; = R2ei!//z/2 — R-:^-2£?t2 = — G2crp2. 

Celd posé, considérons une surface (S'j infiniment voisine de (2): 
la normale en un point M de il) rencontre (S') en un point M'. 
Désignons par a la distance iDI'; la surface (S') sera, évidemment, 
définie si Ton donne en fonction de u et de v, et les coordonnées 
X, Y, Z d'un point de - S’ ^ seront déterminées par les formules 

X = jr — r /., Y = r — c X, Z = s c")., 


qui donnent 

( d\ = À — R I ~ — A — R' I — £/(' — ccTa, 

I Ou t)p 

1 du Ov 

1 dZ R'j ~ c/a — (A — R^ ^ cdA, 

du dv 


On en déduit, pour l'élément linéaire de Fexpression 
1 6 , dd^- = . A -- R \ _ H' |2^2 ^^,2 ^ 


et, pour l'élément superficiel. 


t/S 





e^iX — R)5 


m 


18o. Supposons maintenant que l’on considère une portion 
de (X i limitée par un contour (C) et que l’on veuille comparer 
Faire de cette portion à celle d’une surface infiniment voisine (S^) 
passant par le meme contour. Alors A devra être une fonction 
infiniment petite s’annulant en tous les points de (C). L’aire de 
( X') sera représentée par l’intégrale double 


JJ \ K/V R/V e^A-Rji g-s^X — R'>> 


du dv, 
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étendue à toutes les valeurs de w, v correspondant aux points 
de (2) situés à l’intérieur de (C): et cette aire, développée siii\ant 
les puissances de la quantité infiniment petite qui entre en facteur 
dans A, pourra s'écrire 





les termes négligés étant du troisième ordre seulement. Si Ton fait 
A= O, on trouve l’aire de (S). L'accroissement de Faire quand on 
passe de (S) à (2') sera donc déterminé par la formule 


(q) 


( (h 



iili (A, 


au même ordre d’approidmation que précédemment. 

Il résulte immédiatement de là qu’il faut, pour qu'une surface 
soit minima, que la somme de ses rayons de courbure principaux 
soit nulle en chaque point. En effet, supposons qu'il en soit autre- 
ment et prenons pour 1 une expression de la forme 



O étant une fonction de w et de qui devra s'annuler en tous les 
points du contour (G) et m une constante infiniment petite. L'ex- 
pression (g) de AS prendra la forme 

(k- 

les termes négligés étant de l’ordre de m-. L'intégrale précédente 
n’est pas nulle, puisque tous ses éléments ont le même signe. Ou 
peut donc prendre m assez petit pour que les termes négligés, qui 
sont de l’ordre de soient plus petits que le précédent et, par 
conséquent, pour que chaque élément de AS ait le signe de — m. 
En donnant à /n le signe positif, on trouvera pour AS une valeur 



I ' - 


R'J 
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négative: on obtiendra donc une surface dont Taire sera plus 
petite (fue celle de 1 2 ). 

Ainsi la première condition pour que Taire de ( 2 ) soit la plus 
petite possible est que la somme des ravons de courbure prin- 
cipaux soit nulle en chaque point de la surface, ou, ce qui est la 
même chose, que Tindicatrice soit partout une hyperbole équi- 
lalère. L*usac:e a prévalu d’appeler surfaces minima toutes celles 
qui satisfont à cette condition; mais la méthode que nous avons 
suivie montre bien que, si elle est nécessaire, elle ne sera pas 
toujours suffisante. Faisons en eÉFet R'= — R dans la formule ( 9 ) ; 
Texpression de AS denendra 



les termes négligés étant du troisième ordre par rapport à a; et il 
faudra que Tintégrale double qui figure dans le second membre de 
cette formule soit positive quand on y substituera une fonction 
quelconque, assujettie seulement à s’annuler en tous les points du 
contour de ( 2 ). Nous reviendrons plus loin sur cette condition 
supplémentaire et nous nous attacherons d’abord à la détermina- 
tion des surfaces pour lesquelles la somme des rayons de courbure 
est égale à zéro. 

186. Nous venons de voir que l’on peut les définir encore en re- 
marquant que Tindicatrice est une hvperbole équilatère ou que 
les lignes asymptotiques se coupent à angle droit. H y a avantage 
à énoncer la propriété caractéristique des surfaces minima sous la 
forme suivante : Les deux familles de lignes de longueur nulle 
tracées sur la surface dowent former un réseau conjugué. On 
sait en effet que Thyperbole équilatère est la seule conique ad- 
mettant pour diamètres conjugués les deux droites de coefficients 
angulaires -f- t et — L ‘ 

Ce point étant admis, prenons comme variables indépendantes a 
et ^ les paramètres de ces deux systèmes de lignes de longueur 
nulle. Puisqu’elles forment un réseau conjugué, les coordonnées 
rectangulaires x, y, :: seront trois solutions particulières d’une 
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On aura donc 


, ryfj 

Tn A B -T =0. 

dxdii ox Où 


iii) 


dxd^ 

d^y 


. d.r dx 

■A B =0, 

dx dl 


- - -n 

dad^ ‘ ox d3 

_ 4 ^-3 T> _ 

dx d3 * ox d'i ““ 


et de plus, par suite du choix particulier de a et de 3 , 

( (£) ^(£j -^(È) 


( 12 ) 


Les formules (ii) et (12) expriment évidemment toutes les con- 
ditions résultant, et de la définition de la surface, et du choix des 
coordonnées. 

Or, si l’on diflférentie la première des équations (i a) par rapport 
à la seconde par rapport à a, et que Ton remplace les dérivées 
secondes par leurs valeurs tirées des équations (iï), on trouvera 

/dx dx ^ dy dy dz d^\ . __ 

\da ' da d^ ^ da djî/ 

( dx dx ^ dy dy dz ^ \ d __ 

dx d3 ' dx d^ dx dÿ / 


Comme on ne peut avoir 


dx dx dy dy dz dz _ 

dx d^ dx d^ dx d^ 


sans quoi l’arc de toute courbe tracée sur la surface serait nul, il 
faut que A et B soient nuis; les équations (i i) se réduiront aux 
suivantes 


d^x _ d\Y 


d^z 
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clonl rinlésration est immédiate et nous donne 


Mtiis. pour fjue les équations i laj soient satisfaites, il faut que 
Ton ait 




i fi- ^ ’ -/V-‘ = O, 

i rf ? — ?'2“‘ 


Les formules fi3'i nous montrent que les surfaces minima 
.ipparliennenl à la grande classe des surfaces que nous avons 
déjà considérées (Liv. L Cli. IX) et qui peuvent être engendrées 
de deuK manières ditrércntes par la translation d’une courbe. 
^ous reviendrons plus loin sur cette interprétation géométrique 
des formules i i3’» et nous indiquerons tout le parti qu’en a tiré 
M. Lie. 


187. Comme on peut, sans changer le système de coordonnées, 
«ubstiluer à a et à 3 des fonctions quelconques de ces variables, 
on pourra toujours supposer 

/i<a) = a, Oi/3) = p. 

On déduira alors des formules (i4) 

/; 1 a > = / O ; ( ) = i 

et, si Ton supprime les indices, les formules (i3) prendront la 
Ibrme 

I J = a ^ 3. 
f i5 . I r “/< 

( = ij V î — ^3, . 

qui est due à Monge ( *). 


{' } Analyse appliquée à la Géométrie, p. 21 1 . La méthode par laquelle nons 
avons oLienu les équations finies de la surface minima laisse de côté, comme la 
plupart de celles qui ont été employées, le cas exceptionnel où. les deux systèmes 
de lignes de longueur nulle sont cimfondus dans toute Tétendue de la surface. 
Alors, nous l'avons déjà vu (n* 116), la surface sera une développable imaginaire 
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Legendre et Monge ont aussi développé une autre manière de 
résoudre les équations (ï 4)- Supposons que Ton ait obtenu six 
fonctions satisfaisant à ces équations et posons 


^ = 

/i'< 


= aj. 


ce qui donnera 


1 1 à > 


?V?' = «=!','î'V'l— >î> 


Si l'on prend comme nouvelles variables a, et ji. on pourra 
toujours donner à/,' (a ,ï) les formes suivantes 


/i'(a'i=/"( ai 


' du’ 


. O 

ri' / 



et les formules (i3) deviendront alors 


J" = /'(2CU 3l 

J = *l/'(3tl ) — 3£i I Si » -■ Çl' 3. *, 

- = ïVV^'T- af/"! ai îf\ i — 3ï 


Il y a encore des quadratures à effectuer. Voici comment Le- 
gendre les a fait disparaître. En intégrant par parties, on a 

/v''i— af/'Caijrfii =/(at'l /i-ai — -r • 

VItZî J ,i-!_a2,s 

Si donc on pose 

3. 

/l'ai » = M — af F't Xi 1, 

et de même 

les formules seront débarrassées de tout signe d'intégration. On 


cîrconbcrite au cercle de Tinfîni; elle doit être considérée comme une surface 
minima; car elle satisfait à Féquation du premier ordre 

I +/?*-!- O, 

et, par suite, on le vérifiera aisément, à Féquation 

(i + ) r — 2 pqs + ^ = O, 


qui caractérise les surfaces minima. 
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les trouvera dans le Mémoire de Legendre et dans le Traité de La- 
croix ( t. IL p. 6 îi 7 )- 

188. Mais la solution la plus élégante des équations (i4 ) est 
celle qui a été indiquée par M. Enneper ^ et complètement dé- 
\el* »ppée pour la première fois par M. W eierstrass dans les articles 
déjà cités [p. 280 ] des Monatsberîchte. 

Posons 

./Via —f/Viz i __ 

la première des équations i^i î * nous donnera 


et par suite les rapports des trois dérivées //j/Jj /J seront déter- 
minés par les formules 

fjf g ) _ g ) __ t . 

I — Zi- fl r — zz® I azT ^ 

U est évidemment une fonction de a. Nous pouvons par con- 
séquent. en écartant le cas exceptionnel où u serait une constante, 
représenter la valeur commune des rapports précédents par 

1 ^ du 
- .V I ZZ ' -r- • 

2 dx 

Nous aurons alors 

/i I a ' = ~ ï ^ K ) 

\ a; = — zz2) J(zz ; du, 

/3iaj= f U J (II) du. 


On trouverait de même, en posant 


(161 



— / ci,! S'i 


lll. 


} En>eper (A.)ï Analytisch-geometrische Vntersuckungen {^Zeitschrift fur 
Mathematik und Physik, t. IX, p. 107; i 8 (i 4 ). 
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et en suivant une niJlhoJe analogue pour ce qui concerne b 



I 


0 J 


1 II— U; 7/J 

0 \ 

i 

r ^ 

— 


f * 1 — ï/f 1 . Il 


J 

' Kl .T|, V, fi’f.. 


Les formules qui définissent la surface seront alors 

; n u) du — ^ j \ î— .Vf . ."j V; f d:t^, 

< 17 ) . y = ^ 1^(1 -i- li- ) ^ * U ) du — i I — U I , I Ui . diti. 

I .5= J U II) du — f ui fi^ i difi. 

Il suffira de remplacer rT(^u) par la dériv^'e troisième d'une fonc- 
tion /(il) de Wj et de même parla dérivée troisième d’une 

fonction fi (Ui)} pour obtenir les formules sui\anles, débarrassées 
de toute quadrature, 

X = ' ~ U) -r- u/\.U — U 

— — “i/i ' “1 ' — />' '> 

(r8) { 

y =-.i — /’(«) — iuf{ u)-^ ifiu \ 

.1 î'ï v. w . . -, 

— i I — — 

x; = U^^U) — /( U J -r- Uifl^ UiJ — Ui 

qui ont été données par M. Weierstrass. 

189- Avant de poursuivre Tapplication des formules précédentes, 
nous remarquerons qu’elles laissent de coté le cas où Tune des 
quantités Ui définies par les formules (i5^ ou (i 6) ne pourrait 
être choisie comme variable indépendante et se réduirait à une 
constante. Supposons, par exemple, que u soit constante. On aura 
alors 


I — u- ‘iif ’ 


D. - J. 
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et, si Ton désigne par^ V(a) la valeur commune de ces rapports, il 
faudra substituer aux formules (17) suivantes : 

.r= 2 — - I n — 

r = i ■ — 3c'i — - / a — w?) ÿii Ml) dui. 

“ 2 2j 




Les courbes = const. seront des droites parallèles allant ren- 
contrer le cercle de Tinfiiii. La surface correspondante sera donc 
un cylindre imaginaire 1 * ‘ . 

Si U et lii étaient toutes les deux constantes, la surface, on Je 
reconnaîtra aisément, se réduirait à un plan. 


190 . Après avoir signalé ce cas exceptionnel, revenons aux 
formules (17) et (18). Xous allons indiquer d’abord comment on 
en déduit toutes les surfaces algébriques. 

Si les fonctions désignées par /'(w), /< (i//) dans les formules 
(i8) sont algébriques, la surface mînima correspondante le sera 
aussi. Xous allons démontrer la proposition réciproque et prouver 
que la surface minima ne peut être algébrique que si les fonctions 
/\ I/), fi ( U i) sont algébriques. 

Les formules (17) nous donnent les relations 

os .rJv dx .dy 

, , Ou Ou OUa ' ÔUa 

Ou bui 


dont les premiers membres peuvent être calculés, car ils se rap- 
portent à des déplacements eflFectués suivant les lignes de lon- 
gueur nulle delà surface; p et q désignant les dérivées partielles 
de Z, les équations 


(ao) 


I dz = P dx -h q djr^ 

I dx^-^ df^ -i-dz^=o 


(*) Les surfaces de cette nature sont celles qui ont été signalées par Poisson 
dans le tome II de la Correspondance sur l'École Polytechnique, Voir p. a^S. 
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déterminent deux systèmes différents de valeurs pour les différen- 
tielles rf*r, r(r, dz. Soient 

ox, GJ^', Ôj; g j*. g :: 

ces deux systèmes différents; et seront é\idemment définis, 
soit par les formules 

“N • > «S. . -Sf 

G r — lùv O ,r — /or 

0-» 0 - 

soit par les suivantes 

>1 • "N/ "N • > 

O T — ZG V G,r — Z GV 

<2‘2) :-z=— Z/ Z/,, 

O Z rjz 

et seront par conséquent, dans le cas qui nous occupe, des 
fonctions algébriques de x et dey'. Réciproquement x. y et, pur 
suite, Z seront des fonctions algébriques de u et de «i. Suit 

o(ll I — 3 i('zZi J 

l’expression de l’une quelconque des coordonnées: on aura une 
relation algébrique 

F[ç(m Çil Ki ), U. ZZjJrsO. 

Il résulte de là, évidemment, que ^z(u) et seront des 

fonctions algébriques; car si, dans Téquation précédente, on 
donne à Ui^ par exemple, une valeur numérique quelconque, 
prendra une valeur constante et il restera une équation 
algébrique déterminant o(u). 

En appliquant cette proposition aux trois coordonnées, nous 
voyons que les parties de leurs expressions qui ne dépendent que 
de U 

* — w* . -, - 

a = — - — U ) H- uf I U » — p. ii \ 

P = I — - — / — luf fy U !, 

Y = /(u), 

sont des fonctions algébriques de u\ il en sera donc de même de 
la combinaison 

a(i— M*) -i- Pz*(ï -f- 2YZZ = — 2 I. 
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Comme le raisonnement s'applique également à la fonction 
la proposiûon de M. W’eierslrass est complètement dé- 
montrée. 


191 . Recherchons maintenant à quelles conditions la surface 
représenté»' par les équations (17)00(18 / sera réelle. Considérons 
d'aLord les formules (17); si l'on y prend pour r'f(n). rT,(w) des 
fonctions imaginaires conjuguées et si, de plus, les intégrales re- 
latives à II et à sont prises suivant des chemins imaginaires 
conjugués, les expressions des différentes coordonnées seront 
évidemment réelles; car, à chaque élément de l'intégrale relative à 
11^ on pourra faire correspondre, dans chacune des trois formules, 
un élément imaginaire conjugué de l'autre intégrale. Nous allons 
montrer que ces conditions, qui sont suffisantes, sont aussi né- 
cessaires. 

Reportons-nous en effet aux formules (20) à (22). Pour tout 
point réel d'une nappe réelle, on pourra supposer que les deux 
systèmes de rapports ojr, oy, oj; o'jt, o'j', 0'^ définis par les for- 
mules ^ 20) se déduisent l'un de l'autre par le changement de i en 
— i. Par suite les valeurs de u et de U\ déduites de Tun ou l’autre 
des systèmes 121^, (22) seront imaginaires conjuguées. 

On déduit, d'autre part, des formules (17) les suivantes 


vu 



dx . dy 
dui ^ ôui 




Comme les premiers membres de ces relations sont imaginaires 
conjugués, il en sera de même des seconds. Les fonctions «T («), 
doivent donc être imaginaires conjuguées, ainsi que les 
arguments ifi. 

II résulte de là que les nappes réeUes de la surface minima 
.‘•eront représentées parles équations 


123 ) 


( ^ -Jl/^u^(u)du, 


le signe -il, déjà employé (n® 126 ), indiquant que l’on prend seu- 
lement la partie réelle de la fonction. Les deux variables réelles 
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dont dépend la position du point sont alors la partie réelle et 1 1 
partie imai;inaire de l’argument u. 

En ce qui concerne la recherche des surfaces réelles, les for- 
mules (i8) présentent une légère difficulté. Il est clair que, si Ton 
y substitue pour/i zt), deux fonctions imaginaires con- 

juguées, la surface correspondante aura des nappes réelles que Ton 
obtiendra en donnant à et à Ui des valeurs imaginaires con- 
juguées; mais la proposition réciproque n'est pas exacte. Pour 
que la surface minima soit réelle, il n'est pas nécessaire que 
f[it) et soient des fonctions imaginaires conjuguée-. En 

effet, les expressions de jr, \\ z ne changent pas, on le vérifie 
aisément, si l'on y remplace / z/ > respectivement par 

) -f- Af'l— m2) -T- M-‘<— 2Cm =Zi 1/ ,, 

A, B, G désignant des constantes quelconques. En admettant 
même que //z) et/, (zzi) soient des fonctions imaginaires con- 
juguées, la même propriété ne saurait appartenir aux fonctions 
?(w), pour toutes les valeurs des constantes A, B, C. Mais 

on peut démontrer que, dans le cas ou la surface minima est 
réelle, parmi toutes les déterminations possibles du système des 
deux fonctions /( Z/), /, (zz, ), il en existe^toujours une infinité pour 
lesquelles les deux fonctions sont imaginaires conjuguées. 

En effet, les équations 

; x = — 2/uz»], 

( 24 ) I r = * [(ï u*)/"( ïfc ) — a m/ V w ) 2/( U *], 

(-=ciîl [aw/Xw) — a/Cïz)] 

représentent évidemment une surface réelle; et pour toute 
fonction /(zz) satisfaisant à l’équation 

(25) /"(«) = ^(«)j 

les différentielles des coordonnées déduites des formules (24) sont 
identiques à celles que l’on obtient au moyen des formules (aS)*; 
par conséquent les équations (28) et (24) représentent deux 
nappes réelles que l’on pourra toujours faire coïncider par une 
simple translation imprimée à l’une d’elles. Ce point étant admis, 
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Milislîluûns a la place Je dans les formules (24). la fonction 
plus» générale qui satisfait encore à l’équation (20) 

/. U ‘-T- Atl — «=J-r-Bz»I — — 2 Gm. 

Les expressions Je jr, z sV trouveront augmentées respecti- 
vement de 

— 4-A^- — 4£ri.ï5? — 4 -AC. 

On pourra disposer des parties réelles des constantes A, B, G de 
manière à rendre identiques les deux surfaces représentées par les 
formules (23) et (24'»: quant aux parties imaginaires de ces con- 
stantes, elles demeureront entièrement arbitraires. On pourra 
donc, sans changer la surface, substituer à la valeur obtenue pour 
f\7n l'une quelconque des fonctions comprises dans l’expression 
générale 

f\u\ — ai\ I — U-) -r bii U‘) du, 

où a, b. c sont trois constantes réelles quelconques. 

J 92 . Revenons aux formules ( 23 ). Elles établissent, comme l’a 
fait remarquer M. "VVeierstrass, le lien le plus étroit entre la 
théorie des fonctions imaginaires et celle des surfaces minima. En 
effet, à toute fonction ces formules font correspondre une 

surface minima réelle dont les différentes propriétés donneront la 
représentation géométrique la plus parfaite et la plus élégante de 
toutes les relations analvtiques auxquelles la fonction donne nais- 
sance. 

Cette surface minima est pleinement déterminée de forme et 
d’orientation, mais elle peut être déplacée parallèlement à elle- 
même, si l'on ajoute des constantes quelconques aux intégrales 
qui figurent dans les formules ( 23 ). On peut donc dire qu’à une 
fonction de l’argument imaginaire correspond une seule sur- 
face minima, mais la proposition réciproque n’est pas vraie en 
général. 11 suffît, pour le reconnaître, de remarquer que les for- 
mules (21) et (22) du n’^ 190 nous conduisent à deux systèmes 
différents de valeurs pour u et et, par conséquent, à deux 
valeurs,, différentes en général, pour la fonction S{u), 

On arrive au même résultat par le raisonnement suivant. Re- 
prenons les formules (17) et cherchons si l’on peut leur substi- 
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tuer d’autres formules semblables, où ii et U\ soient remplacées par 
V et Tl et r?(M), -T i (u^ ) par d’autres fonctions ). Les pa- 

ramètres U et U\ étant, comme s; et ceux des lignes de longueur 
nulle de la surface, il faudra que r soit fonction de u et t'i fonction 
de z/i, ou bien que ç soit fonction de et ri fonction de ii, La 
première hypothèse nous donnerait évidemment 

Ç=U, K , = -fl-, t. 


La seconde se traduira par les équations 


qui donnent 


Il — u'^)§{u)du = 

'I — 

(i — u\) rTi ( Ui ) dui = 


» i-h .'y(M) = 

— < I — - t'i * di^i. 

iii)dui = 

— ' I — r- 1 g/ V } d\?. 

U Sk u) du — 


Mj §i{lLi)dUi = 

V g I V ; dç. 

l 

i 

t'i = — •• 5 

u 

r — — ■— î 
«1 






SiTon se borne aux surfaces réelles, on voit qu’à une même sur- 
face minima on peut faire correspondre les deux fonctions 


rf(i4) et 



qui sont différentes en général. Nous aurons à revenir sur ce 
point très important, pour l’étudier d’une manière détaillée. 
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CHAPITRE III. 

LES SURFACES MÎ>'IMA E2i COORDONNÉES TANGENTIELLES. 

l’nrraiîîos relatives eu plan taageut et A la normale. — Nouvelle méthode d'inté- 
gration de ré»jualiun aux dérivées partielles des surfaces minima. — Équation 
de CCS surfacï*^ en coordonnées tangcntielles ordinaires. — Détermination des 
fonctions /(«/)< -^(" 1 ) quand la surface est donnée seulement 

par son équation en coordonnées langentielles. — Liiines de courbure et lignes 
asvmpl»*liqucs, lliéoréme de >1. Alichacl Roberts. — Transformation que subis- 
sent les fonctions /C u ), /, ( ), ( m;, >, ( ) quand on effectue un changement 
de coordonnées. — Déterminai; jn de toutes les surfaces minima qui sont des 
surfr^'es de révolution, des bélîcoides ou des surfaces spirales. 


*193. Apn^s avoir indiqué les formules qui définissent les points 
delà surface minima, nous allons étudier celles qui concernent 
le ]>lan tanj'cnt et la normale. 

Soient c, €\ c' les cosinus directeurs de la normale. Ils seront 
définis par les équations 


dx 

Ou 

.Oz 

-h C --- = 0, 
Ou 

ôx 

c- r- 

diii 

c'f 

dz/i 

-rC’^=0. 

Oui 


Si 1 on remplace les dérivées de x, z par leurs valeurs tirées 
des formules f i-) [p. 289 ], on trouvera, en attribuant un sens dé- 
terminé à la normale. 


(7,) 


K -r- Kl , . «1 — U „ KMi — I 

C = , C = l J C = = 

I — KMi I -T- mil I — «Ki 


Si Ton écrit Téquation du plan tangent sous la forme 

O) ' Itl «X-i- n Kl — k)Y —I uUi—\)Z -r- S =0, 

on aura 

— ; = ( K -T- Kl ) J" f ( Kl — ll)y -i- f KKi — I ) r . 

En substituant à la place de y^ z leurs valeurs déduites des 
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mêmes formules (17). on aura 

(4) — 4= / — — 

les intégrales relatives à a et à ai devant être prises suivant les 
mêmes chemins que celles qui se rapportent à w et à z/|. Si, pour 
ne pas avoir de quadrature, on emploie les formules (18), on trou- 
vera 

19 - 4 . Les variables w, î/|, ç constituent ce système particulier 
de coordonnées tangentlelles que nous avons étudié au Cha- 
pitre VII du Livre précédent. Avant de continuer, nous montre- 
rons que les formules établies (n® I6o), relativement à ce système 
de coordonnées, permettent de déterminer toutes les surfaces mi- 
nima par une méthode qui revient, au fond, à celle de Legendre. 

Reprenons, en effet, ces équations en y remplaçant a par t/, 
part^i. D’après la première des formules ( 33 ) [p. 246] qui fait 
connaître les ra3'ons de courbure de la surface, nous recon- 
naissons immédiatement que l’équation aux dérivées partielles 
des surfaces minima sera 


( 6 ) 


— pu — qui uui)s = O, 


s désignant, suivant Tusage, les dérivées de ç. Cette 
équation aux dérivées partielles s’intégre par les procédés régu- 
liers et, en particulier, par la méthode de Laplace; mais on peut 
encore opérer comme il suit : 

Prenons la dérivée seconde du premier membre par rapport à u 
et à Ui] nous trouverons 




ù^s 
du üiii 


= o; 


S sera donc la somme d’une fonction de u et d’une fonction de t/|. 
D’ailleurs, en différentiant l’équation (6) par rapport à u ou par 
rapport à on obtient les deux équations 


i h ^ 

ds 

l r = ( - -f- Wi 

1 ? 

1 ! 

Ou 

j ^ / I N 

L ùs 

/ ? = ( h u 

1 "I — ’ 

\«i > 

' Oiii 


( 7 ) 
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qui permettent de calculer r et ^ quand 5 est connue* On pourra 
donc trouver p q par Imtégration de deux différentielles à 
deux variables. 

Écrivons s sous la forme 

( 8 j 5 =/’' Il — U fi U t — /i ( — Uif[ ( Ui ' ; 

nous aurons, en vertu des équations « 7 ;, 

^ /• — 1 I — mil \ /’*(' U U 

/ t UUi\f^{Ui\ 

et. par conséquent, 

P = J i r du s tlui 

1 = 2 /i> lii — Ui/[ Ui UifkU •— I-T- llUi)f\ll I 

( 10,1 ' ‘ 

^ q =:z J i s du — t dui • 

= 2/1 24 f — uf \ U I — 22/1 ( Z 4 i I ~ I I -t- Z 4 Z 4 i )/[' ( Z 4 i 

D est inutile d’ajouter aux valeurs de p el àe q des constantes 
que Ton peut toujours supposer réunies à f{u) et f\{u\)- Si l’on 
porte ces valeurs de p et de ÿ, jointes à celles de 5 , dans Téqua- 
lion (6), on retrouve précisément la valeur de ? donnée par la 
formule (5/. 

‘I9o. LV-quation (5) doit être regardée comme l’équation de la 
surface, écrite dans un système particulier de coordonnées tangen- 
tielles; mais, si Ton prend Téquation du plan tangent sous sa 
forme la plus générale, 

UX-r-VY-^\VZH-P = o, 

on peut aussi obtenir la relation entre U, V, W, P, qui caracté- 
risé les surfaces minîma. 

En identifiant Téquation précédente avec la suivante 

Xi U ~ Z2i » lli — u\ — Z\ Ulli ~ I)-H 5 = O, 

on trouve, en effet, 

U _ V _ W _ P __ d:/U2-+-V2-i-\V2 

U — Ui ui — U) — 1 t 


UUi 4- I 
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et, par conséquent, 


U-hiV U-fV 


aP 

H - W 


H désignant le radical 


H=±V^ÜÎiH-V2-r Wl 

Portons ces valeurs dans l’équation ( 5 ), nous trouverons 

MV* iV)/, (^) - H [/(|5Ç) )] • 

Si l’on suppose la surface réelle, les fonctions / et fi seront 
imaginaires conjuguées. Posons 

/(h^) 

Fi et F2 étant la partie réelle et la partie imaginaire de /. On 
obtiendra, par un calcul facile, l’équation 

<„) p = 

d’où les imaginaires ont complètement disparu. On peut aussi 
employer la forme 

(la) P = 2 UFiH-a\T, - 2 (,Us-r-Vs-HW»,l^~' 

qui a été donnée par M. Weierstrass (article cité, p. 620). 
Supposons, par exemple, 


f{u)—u^; 


U 3 _ 3 UV* 
(H — W)^ ’ 


— V»-f- 3 Vü 2 
' (H — Wj3 


r _U^-V^ -1 ^ 2W-4H 
<?wLh(H — W)2j 

Pour f(u) = u^, on aurait 

^ H ^ wA-T + vo^-^+cu - v/r-i]. 
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196. Nous présenterons encore une remarque sur l'équation en 
coordonnées langentielles des surfaces minima. Écrivons-la avec 
les variables i/|. ;; les formules t'g) nous permettronl sans 
«iifficulté d'oLlenir les fonctions -Ji in, ."ifui) relatives à la sur- 
fice. On aura 

I 

\ J ■ r- . —f. 

i! suffira donc de calculer les dérivées secondes r et ï et d’éli- 
miner i au moyen de l'équation de la surface pour obtenir les 
équations qui donnent les deux fonctions (t/i ). 
Considérons, par exemple, l'hélicoïde 

V 

JS = arc tang ^ ? 

dont Téquation en coordonnées tangentielles est 

P ^ U 
^ = arc tang y; 


si l'on remplace U, V, W, P par leurs expressions en fonction 
des variables u, t/,, elle deviendra 


t = , 


uui — I ) arc tangt 




U — Ui 


On aura ici 



i(T — UUi) 


et, par conséquent, 


cV ÎO = 




t = 


— ÏÏI l£Ui ) 


2 U\ 




i 



La détermination des fonctions /(w), correspondantes à 

une surface minima donnée peut aussi être obtenue, mais d’une 
manière moins simple. 

La combinaison des formules (5) et ( lo) nous donne la relation 
nouvelle 


<7(in- MMi}- lu = a/(M)~ 2a2/i(«i) 

-t- 2 K (l )/; ( «1 ) — (I KWi )2/;( ). 



LES SURFACES MIMMA EN COORDONNÉES T ANGENTI ELLES. 3ül 


Si l’on donne à Ui une valeur constante quelconque le second 
membre devient égal à ^f{u) augmenté d'un polynôme du second 
degré en ii. On aura donc 


/(«; = 



itiii \ — 
!2 



U N 


P désignant un polynôme du second degré en it. 

De même, on pourra prendre 

i: ' ï/Z/i )— "1 T. 

/j(z^i)= T — — I".* * 

L J tt=a 

Écrivons P et P< de la manière suivante : 

Pi ) = An — U-) -f- Bz\ I -r- Zl- i — 2 C zz, 

Pj( ui )= Ajf I — zzx}-“Biz\i--zz-)-r- aCi zzi- 


En substituant les expressions de /{u) et de J\ i Ui) dans l’expres- 
sion de i donnée par la formule (5), on trouvera un résultat de la 
forme 


Oi'zz, zzi. a, «1 1= 21 A -H Ai)( — zzj i 

_ 2(B — Bj Jlj ZZx — zz -i- 2(0 — Cl 1 UUi ■— 1 », 

où le premier membre sera complètement connu. Cette identité 
permet évidemment de déterminer, autant qu'elles peuvent rêtre 
(n® 191), les constantes A, A|, ... et par suite les fonctions 
fi(ui). S'il s'agit d'une surface réelle, on pourra supposer a et 
ai imaginaires conjugués et prendre 

Aj = A, Bj = B, Cl = C î 


les valeurs de A, B, C seront alors réelles. 

En appliquant cette méthode à l'hélicoide, on obtiendra les 
expressions suivantes ; 

/(zz) = — Lzz, /i(zfi)=— — Lz/i, 


pour l’un des systèmes de valeurs de /(u) et de/i ( zz, ). 


197. L’équation en coordonnées tangentielles obtenue pour 
les surfaces minima conduit à la détermination la plus simple 
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques de ces surfaces. 
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Lorsqu'on emploie les variables u, w* , l'équation difiPérentielle 
des lignes de courbure prend la forme (n° 16 o) 

r du-— t dii\ = O. 

Remplaçons 7\ t par leurs valeurs (g) et nous aurons 

rji u\du-—^i(ui)dii\^ O. 

Les lignes de courbure s'obtiennent donc par des quadratures 
el ont pour équation 

m 4 . J \ h Utdiidzf \ ^i{Ui)diii = const, 

Si l'on écrit 

^ du TTT"; 

>:^\u ' J— = V “i >î 

alii 

cette équation déterminera le signe qu’il faut attribuer au radical 
pour chacune des lignes de courbure elles formules ( 33 ) [p. 246] 
nous donneront les coordonnées X, Y, Z du centre de courbure 
et le rayon principal R correspondant à la ligne de courbure consi- 
dérée. On a ainsi 

I ^ c 

an = « I -f- tiui r>f ( U i-Vii Ui ), 

I X — Z Y = J- — -i- «it'i-i- uui)\/^(u)Si{ui), 

, X — zY = X -i- -H 1 i-f- ïZMi)y^(zz) ^i(ZZi), 

y, Z étant les coordonnées rectangulaires du point de la sur- 
face. 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques s’obtient 
également sans difficulté, soit avec les coordonnées ponctuelles, soit 
avec les coordonnées tangenlielles. Si l’on emploie, par exemple, 
1 équation ( 35 » que nous avons donnée [p. 246] relativement au 
système (w, i/,, q) 

{ I -t- uui ,M r du^-h us du dui t du\) -¥7.dudux(X —pu — qUi) — o, 

le coefficient de du du\ sera nul en vertu de l’équation aux dé- 
rivées partielles de la surface, et il restera 

t{u)du-’^§x{uO dul = o. 
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On voit que les lignes asymptotiques se déterminent encore par 
des quadratures ( * ). 

On a pour leur équation en termes finis 

06) du — 2^ V -^1 ‘ == const., 

et les quadratures sont celles qui figurent déjà dans Véqua^ 
tion des lignes de courbure- 

Pour obtenir des surfaces minîma algébriques dont les lignes 
de courbure et les lignes asymptotiques soient algébriques, il 
suffira donc de connaître deux fonctions algébriques /(w), 
telles que les quadratures suivantes 

« ) du, /vTi"'"! I duy. 

soient aussi algébriques . 

Lorsque la surface est réelle, les équations des lignes de cour- 
bure peuvent s’écrire 

M ) du = const., \ [indu = const,, 

et celles des lignes asj'mptotiques 

i S {U) du = coïisl. J — i ^ [ Il ) du = const. 

198. Les formules relatives aux coordonnées tangentielles per- 
mettent de résoudre simplement une question essentielle et de 
reconnaître comment se transforment les fonctions f{u'), fi(Ui), 
ÿ{u), ^i{ui) quand on effectue un changement de coordonnées 
ou, ce qui est la même chose, quand on déplace la surface en con- 
servant les axes. 

Supposons d’abord que l’on soumette la surface à une transla- 
tion dont les composantes soient \ [x, v. L’équation du plan 


(*) La détermination des lignes de courbure et des lignes asymptotiques est due 
à M. Michael Roberts qui Ta donnée dans un Mémoire Sur la surface dont les 
rayons de courbure sont égaux, mais dirigés en sens opposés, inséré eu 1846 
au Journal de Liouvïlle, t. XI, i'* série, p. 3 oo. Ce beau travail contient aussi 
des recherches sur Taire de la surface ainsi que sur la surface minima réglée 
laplus générale. 
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tangent 


LIVRE ni. 


envp. in. 


rf — Ui iX— li I/i— «/ *Y — t Ulf^ — l)Z — ; = O 

deviendra 

, ?/ — -X — / Z/: — U » Y — I — i;Z — = O, 

;■ a\aiît pour valeur Tn* 1(37; 

;' = ; — } i U — iii • — ' /;JL( r/i — îf I — V 1 z/z/l — II. 

On ûî)iiendra cette nouvelle valeur de en substituant aux 
fonctions /i zz), les suivantes 


Z. 

. tv 1 = / ' zz 7 

‘ ‘ 4 

I — ZZ 2 . 

f 

Z 'A 

4 

. ~ ZZ- 1 

V II 

2 

. À 

’i - 1 ZZ. ' ==Ji' ffi Î — -7 

r — zz£» 

z‘ 'A ^ 

I — ZZj 1 

— lÜL 


r ‘ ‘ J 4 ü 

qui sont imaginaires conjuguées si f(u)ifi{ih) le sont aussi. Les 
valeurs des fonctions ^(z/), ^T, ne seront pas changées, comme 
cela était évident a priori. 

Imaginons maintenant que Ton imprime à la surface une rota- 
tion quelconque autour de Torigine des coordonnées. Un point 
quelconque M de la surface viendra occuper une certaine position 
M'. Soit 

I (? -r- Pi )X — i{ vi — r ) Y I ppi — i ,Z — O 


réquation du plan tangent en W. On aura (n'* 167) 


(IH, 
' HO 


//Z„— /ZüP 


«1 = 


Cl /Zq 
m — m'i ’ 


J _ 

•9 9 


mmo — nrift 


{r?i — — n^v) 


SiTon désigne par ^(r), les fonctions analogues à /(zz), 

f\{ui)el relatives à la surface déplacée, aura pour expression 

= aviiS't'p • H- — (i - 4 - pri)[^(r) -H ^i(pi J» 

et Pon aura à déterminer g{v)j gi (ç?i) par la condition 


U ) T^ufiiUi) — \ I 


ZZZZi 


{m — nv){ mo— TZuPi) 
U\ 


= 2 Pi ; -h 2 U'i j — ( 1 -r- PPi } P ; -r- ( Pj )]. 


JIIUIq — r* /ITZg 
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Pour déduire de cette équation les expressions des fonctions 
on pourrait appliquer la méthode générale du n°1965 
mais, avec quelque attention, on aperçoit la solution suivante 

<?(*’)= (nio— raut!)*, 

— «Pl)^ 

où 3 désigne le déterminant de la substitution 


O = 7?imo-4- nrij^ 


et que Ton vérifiera aisément. Si l’on remplace u et par leurs 
expressions en r, , on aura 


( 20 ) 


( #(0 = 

< 

I ffi{Oi) = 


(nto— noP')® 


(m —nvi)- 




mv \ 
7720 — /lyt" / 
/72ot^l-4- 72o \ 

m — 72(^1 / * 


199. La question que nous nous étions proposée est ainsi com- 
plètement résolue; car, pour obtenir les résultats relatifs au dé- 
placement le plus général, il suffira de considérer ce déplacement 
comme résultant d’une translation quelconque et d’une rotation 
autour de l’origine des coordonnées, et d’appliquer successivement 
les formules (17) et (20). Il nous reste seulement à examiner ce que 
deviennent les fonctions ^{u)j («i ) après le déplacement le plus 

général et, pour cela, il suffira de dijBTérentier trois fois par rapport 
à ou à les équations précédentes (20). On obtient ainsi, en dé- 
signant par les dérivées équations 

suivantes 


(ai) 


( ^(0= 
j fîi(«’i)= 


_ q 3 
(7?lo— 
0* 


^ 1 ( ) = 


(771 — nvi 


0 ^ mv -h n \ 

\77io— Tioi'/ 
0 ^ 72o \ 

(tTI — TlPi)^ 771 — TiPi 


qui font connaître de la manière la plus simple la forme nouvelle 
des fonctions ^(u), Il est aisé d’en déduire quelques re- 

lations qui serviront de vérification à nos calculs. 


D. — 1. 


20 ’ 
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Si Ton tient compte de l'identité 

of I — tTi \ 

I — Ulli = > 

» //?ü — n^iV)un— nvi ) 

on déduira des formules précédentes la relation 

que nous aurions pu écrire a priori^ puisque chacun des deux 
membres doit représenter quatre fois le carré du rayon de cour- 
bure principal. 

D'autre ]>arti on a 

du _ O dUj _ O 

dv ~~ I mu — /Iq V ’ dvi ” t m — n^\ ^ 

par conséquent les formules ( 21 ) conduisent aux relations sui- 
vantes 

( S^u)du^=Ç{v)dv^, 

»*t Ton reconnaît ainsi que les équations différentielles (i4) et (i 6 ) 
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques ne subissent 
aucun changement de forme lorsqu’on effectue la transformation. 

200. Nous allons donner une application des résultats précé- 
dents en cherchant toutes les surfaces minima qui sont en même 
temps des hélicoïdes ou des surfaces de révolution. Il suffira évi- 
demment d'exprimer qu’il existe un déplacement hélicoïdal con- 
tinu dans lequel la surface cherchée ne cesse pas de coïncider avec 
elle-même. Prenons pour axe des z l’axe de ce déplacement qui 
est aussi celui de l’hélicoïde. Si l’on fait tourner la surface d’un 
angle fini 9 autour de cet axe, les formules ( 18 ) prendront ici la 
forme très simple 

U = Ui = Vi e^, 

qui convient à ce déplacement (n'* 28) et l'on aura 

m = € 2, n = O, niu = e «o = o. 

En substituant ces valeurs des constantes dans les formules ( 21 ), 
on trouvera 

(j{ t?) = 


(23) 


0*1 (^'i) = 
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et ces expressions de ( 11 (^ 1 ) ne seront pas changées si Ton 

imprime à la surface dans sa nouvelle position la translation pa- 
rallèle à l’axe des ;; qui Tamène à coïncider avec sa position pri- 
mitive. On devra donc avoir 




par suite, •'?(«’), devront satisfaire respectivement aux 

-équations fonctionnelles 

.7 f ç’ ) = ,7 1 re-^0 ) ;7j U'i i = .Tj t t 


et cela, pour toutes les valeurs de 6. 

Ces équations expriment que les produits Vjÿi(vi) de- 

meurent invariables quand on y remplace r, respectivement 
par et sont, par conséquent, constants. On pourra 

donc poser 


-< 'A4 I 


. 7(^0 = 


1 ^’ 


I = 


et 3c désignant deux constantes qui seront réelles si la surface 
est réelle. 

Les hélicoïdes qui correspondent à ces valeurs de S[u)y (?/i) 
sont ceux qui ont été obtenus par M. Scherk et dont nous avons 
donné l’équation au n° 180. Nous les retrouverons plus loin. La 
surface minima de révolution, qui est Talysséide déjà étudiée au 
n? 66, correspond à la valeur o de a; l’hélicoïde gauche à plan 

directeur correspond (n® 196) à la valeur - de la même constante. 


201. Cherchons encore toutes les surfaces minima qui rentrent 
dans la classe des surfaces spirales signalées au n® 89 et décou- 
vertes par M. Maurice Lévy. Ces surfaces, nous l’avons vu, 
jouissent de la propriété de reprendre leur position initiale si on les 
fait tourner d’un angle quelconque 6 autour de leur axe et si on 
les soumet ensuite à une transformation homothétique dont le 
pôle est sur cet axe et pour laquelle le rapport de similitude est 
a désignant une constante. Si l’on a pris pour axe des z l’axe 
de la surface, il faudra donc que la fonction éj*(v) relative à la po- 
sition nouvelle que prend cette surface, après la rotation d’angle 
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6j soit égale k 

.V, 

En appliquant ici les formules (aS), on aura Féquation fonc- 
tionnelle 

Posons 

-î Xrp'i 

-M, ç? ♦ = 5 

ç/n 

on devra avoir 


Si donc on prend 
il viendra 


7?i = a — ai^ 


et, par conséquent, Ky) sera une constante. 
On a donc 

(25* = 


on trouvera Je meme 

\ 26 ) -il ( Pi ) = f A — B i ; Pjs-ai. 

j)ious laissons au lecteur le soin de vérifier qu’à ces expressions 
des fonctions correspond une surface qui jouit effectivement 
des propriétés que nous avons recherchées. Si Ton suppose a — o, 
on retrouve, comme il fallait s’y attendre, les hélicoïdes du nu- 
méro précédent. 
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CHAPITRE lY. 

représentations conformes des surfaces minima. 

Élément linéaire de la surface minima et de sa représentation sphérique. — La 
représentation sphérique réalise un tracé géographique de la surface minima 
sur la sphère. — Problème de Minding. — Tracé géographique sur le plan dans 
lequel les lignes de courbure sont représentées par les droites parallèles ans 
axes. — Théorème de Pour. — Recherche des surfaces minima à lignes de cour- 
bure planes. — Surface de M. O. Bonnet. — Surface de M. Enneper. — Formes 
diverses de l'élément linéaire. — Représentations planes de la surface indiquées 
par Riemann. 


202 . Les résultats obtenus dans les Chapitres précédents con- 
duisent à un grand nombre de conséquences. Nous allons déve- 
lopper d’abord celles qui concernent les différentes représenta- 
tions de la surface. 

Les formules (17) [p. 289] nous donnent d’abord pour l’élément 
linéaire de la surface Texpression suivante 

< I ) ds'^^{i-^uuCjr^(^u)Si{iii)dudui^ 

à laquelle nous joindrons celle qui détermine l’élément linéaire 
de la représentation sphérique 

(a) = c?c»+ dc'^+ dc'i = ; 4 - “— 

La comparaison de cés formules met en évidence une proposition 
du plus haut intérêt, due à M. O. Bonnet ; La représentation sphé- 
rique de la surface minima réalise une représentation con^ 
forme, un tracé géographique de la surface sur la sphère. 

Il est aisé de démontrer que cette propriété caractérise les sur- 
faces minima : Toute surface autre que la sphère, pour la- 
quelle Vangle de deux courbes est égal à celui de leurs 
représentations sphériques, est nécessairement une surface 
minima. Cela résulte immédiatement de la proposition énoncée 
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au n'‘ li!2. Nous avons vu que, si Ton considère une courbe 
passant en un point M de la surface et y admettant une tan- 
gente MT, elle a pour représentation sphérique une courbe 
qui passe au point m, image de M, en y admettant pour tangente 
une droite perpendiculaire à la tangente conjuguée de MT. Il suit 
de là que, si deux courbes issues du point M y admettent les 
deux tangentes MT, MT\ Tangle de leurs représentations sphé- 
riques en m sera égal à celui des tangentes MU, MU' conjuguées 
de MT, MT'. L"indicatrice de la surface cherchée doit donc être 
une courbe telle que Tangle de deux quelconques de ses diamètres 
soit égal à celui des diamètres conjugués- Cette propriété n’appar- 
tient qu’au cercle et à Thyperbole équilatère; la surface cherchée 
ne peut donc être qu'une sphère ou une surface minima. 

Plus généralement, s'il existe sur une surface un système or- 
thogonal admettant pour représentation sphérique un système 
orthogonal et ne se confondant pas avec celui qui est formé par 
les lignes de courbure, on arrivera à la même conclusion. Car 
l'hyperbole équilatère est la seule conique pour laquelle deux dia- 
mètres rectangulaires ne se confondant pas avec les axes puissent 
admettre comme conjugués deux diamètres rectangulaires. 

203. Imaginons, d’après cela, qu’étant donné un système or- 
thogonal (S) quelconque tracé sur la sphère de rayon i, on pro- 
pose de trouver toutes les surfaces (S) telles que, si l’on effectue 
leur représentation sphérique sur la sphère précédente, les 
courbes de la surface qui correspondent à celles du système sphé- 
rique orthogonal (S) forment un système (S') également ortho- 
gonal. Le problème ainsi posé sera susceptible d’une double so- 
lution : ou bien le système (S') sera formé des lignes de courbure 
de la surface et alors la question sera ramenée à la suivante sur 
laquelle nous avons déjà donné quelques indications (n*^ 162) : 
Trouver les surfaces dont les lignes de courbure admettent 
pour image sphérique les courbes d^un système orthogonal 
donné; ou bien le système (S) ne sera pas formé des lignes de 
courbure et, dans ce cas, la surface devra être une surface mî- 
nima qui sera d’ailleurs quelconque. 

Les remarques précédentes expliquent certains résultats obtenus 
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par Minding dans un travail ) publié en i 8 d 2 . Ce savant géo- 
mètre commence par généraliser et étendre à une surface quel- 
conque la notion des méridiens et des parallèles. Les méridiens 
sont les courbes pour lesquelles la normale à la surface est pa- 
rallèle à un plan vertical fixe; les parallèles sont les courbes pour 
lesquelles le plan tangent fait un angle constant avec le plan ho- 
rizontal. En d’autres termes, dans la représentation sphérique de 
la surface, les méridiens et les parallèles de la surface, tels que 
nous venons de les définir, correspondent aux méridiens et aux 
parallèles de la sphère. Minding se propose de rechercher toutes 
les surfaces sur lesquelles les méridiens et les parallèles forment 
un système orthogonal, et il obtient deux classes bien distinctes 
de surfaces satisfaisant aux conditions posées. Les unes sont les 
surfaces-moulures déjà étudiées par Monge, les autres sont les 
surfaces minima. Ces résultats sont une conséquence directe des 
remarques qui précèdent; et nous pouvons ajouter que, sur toute 
surface minima, le réseau formé par les méridiens et les parallèles 
sera toujours isotherme, car il correspond à un système isotherme 
de la| sphère. C’est ce que les formules (a) [p. 296] nous per- 
mettent d’ailleurs de vérifier. Les parallèles seront définis par 
l’équation 

c" = const. ou iiU[ = const., 

et les méridiens par l’équation 

c U 

—, = const. ou — = const. 

c' Ui 

Si donc on fait 

l’élément linéaire de la surface aura pour expression 
ds^= (iH- ^/p®H- P® 

Les courbes p = const. sont les parallèles ; les courbes (0== const. 
les méridiens de la surface, et l’expression de l’élément linéaire 


(') Mmoutc, Ueber einige Grundformeln der Geod&sie Journal de C relie, 
t. XLIV, p. 66; i8ja). 
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montre bien que ces deux familles de courbes constituent un 
système isotherme. 

En particulier, si l’on a 

,7i i/\ = A ( Ui i = Al wf, 

Télément linéaire deviendra 

= A Al 1 1 -f- P® » [<o2 ?2 ^0)2 ] ; 

la surface sera applicable sur une surface de révolution, les mé- 
ridiens et les parallèles se correspondant respectivement sur les 
deux surfaces. 

204. Nous allons maintenant faire connaître d’autres repré- 
sentations conformes de la surface mînima qui ont été indiquées 
par Riemann dans un Mémoire important sur lequel nous aurons 
à revenir (^). 

Faisons correspondre au point («, de la surface le point 
d\m plan dont les coordonnées rectangulaires cCij sont déter- 
minées par les formules 

t Xi^iyi:= f \^ 2 ^i{ui)diei. 

Il résulte immédiatement des formules ( 22 ), établies au n° 199, 
que cette correspondance est indépendante de l’orientation de la 
surface. C’est ce que mettront d’ailleurs en évidence les propo- 
sitions que nous allons obtenir. 

L’élément linéaire de la surface, déterminé par la formule (i), 
prendra la forme 

( 4 } = i (i uui Ui){da:l -4- ) = R -h dyl), 

R désignant le rayon de courbure principal déterminé par la prc- 


( * ) Riekàüx, Uéber die Flâche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung 
{OEusfres complètes ^ p. 283, et t. XIII des Mémoires de la Société Royale de 
Cœttingue, 1867). 
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mière formule (lo) [p. Soa]. L'élément linéaire de la repré- 
sentation sphérique aura de même pour expression 

(5) 

La première de ces deux formules démontre la propriété que 
nous avons annoncée. La représentation de la surface minima sur 
le plan constitue un tracé géographique de la surface, et, si nous 
nous reportons aux équations (i4) et (i(5) du Chapitre précédent 
[p. 3 o 2 et 3o3], nous reconnaissons immédiatement que, dans ce 
tracé géographique de la surface minima, les lignes de courbure 
sont représentées par les droites 

= const-, = const., 

parallèles aux axes, et les lignes asymptotiques par les droites 

const., a*! — ji = const., 

parallèles aux bissectrices de ces axes. 

Les formules (4) et (5) mettent encore en évidence une propo- 
sition intéressante, que Ton peut d’ailleurs rattacher à celles qui 
concernent le tracé géographique de la surface minima sur la 
sphère : Les lignes de courbure qui forment^ sur la surface^ 
un système isotherme, admettent pour représentation sphé- 
rique un système qui est aussi isotherme. Mais cette propriété, 
prise dans son énoncé le plus général, ne caractérise nullement 
les surfaces minima, elle appartient aussi, par exemple, aux sur- 
faces de révolution et aux surfaces du second degré (n® 121). 


20o. On obtient d’autres propositions qui méritent d’être signa- 
lées en introduisant dans les formules les deux fonctions 


( 6 ) 

On aura alors 


( a 

( p = 371 — z/l. 


( w=/(a) = A, z/i = o(P)=B, 


( 7 ) 
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B' désîi^nant les dérivées des fonctions A et B; et les éléments 
linéaires ds et rf? auront pour expressions nouvelles 

,8, 4.VB’ - n-^KèJ - 

De là résulte le théorème suivant : 

Si Von a mis. dhine manière quelconque^ V élément linéaire 
de la sphère sous la forme 

= X d% d3, 

Vêlement linéaire 

A 

sera celui d^une surface minima pour laquelle a-h ^ et a — ^3 
seront les paramètres des lignes de courbure^ 

qui a été énoncé, pour la première fois, par Bour ( ' ) et qui résulte 
aussi des belles recherches de M. Weîngarten, sur lesquelles nous 
aurons à revenir, pour les exposer dans tous leurs détails. 

Introduisons dans les formules de M. Weierstrass les notations 
nouvelles définies par les équations ( 6 ) et ( 7 ); ces formules se 
changeront dans les suivantes 



<jui, sous cette forme, ont été données parEnneper en i 864 -» dans 
l'article cité plus haut (f). Si on les rapproche du théorème de 
lîour, elles permettent de déterminer les surfaces minima admettant 
pour représentation sphérique de leurs lignes de courbure un 
système isotherme donné de la sphère. En effet, si ce système iso- 

( > ) Büub, Théorie de la déformation des surfaces {Journal de V École Poly- 
technique. XXXIX* Cahier, p. 118-119; i86a). 

f-) Elles se trouvent aussi sons une forme légèrement différente dans le Mé- 
moire de Ilicraaiin {Œuvres complètes, p, 292 j. 
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therrae est donné de forme et de position, on connaîtra les fonc- 
tions A et B et les formules précédentes donneront la surface 
minima cherchée. Les surfaces homothétiques s’obtiendront en 
remplaçant a et ^ par /na et m étant une constante. 

206. Proposons-nous, par exemple, de trouver les surfaces mi- 
nima admettant pour représentation sphérique les systèmes iso- 
thermes composés de deux familles de cercles. Le plus général de 
ces systèmes, dans lequel les cercles de chaque famille passent 
par deux points distincts, correspond, avec un choix convenable 
des axes, aux valeurs suivantes de A et de B, 



h désignant une constante réelle inférieure à i. Les formules 
précédentes nous donneront alors 

— jl==[h( a-f- P )-i- sîaa-f- sin^], 

— — [x — P -H A(sina — sin^], 

— ~[cosa -î-cos^], 

L’élément linéaire de la surface sera déterminé par la formule 
|^cos ^~ ^ -t- h cos û?3. 

Si l’on pose 

a = X -i- ifx, 

P = X — ï>, 

et [JL seront les paramètres des lignes de courbure. Multiplions 
par y 1 — ; les expressions des coordonnées prendront la forme 

suivante 

:*? = AX *+• sinX cos£[jl, 
y — {x-T- Aisinifx cosX, 

Z — \Jl — COSX cos fJLl, 
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et l’élément linéaire aura pour valeur 
< \ = [cos i a -r* h cos À ]® ( -r- d jJL® ). 

Ces formules ont été données par M. O. Bonnet ( * ). 

La surface précédente n a pas encore été étudiée, croyons-nous. 
Parmi ses propriétés, nous signalerons les suivantes : 

La section par le plan des xy se compose d’un nombre illimité 
de chaînettes toutes égales, ayant leurs bases parallèles à Taxe 
des y. Ces chaînettes sont des lignes de courbure planes de la sur- 
face. Par cette propriété d’avoir pour ligne de courbure une chaî- 
nette, qui suffirait, nous le verrons, à la déterminer, la surface se 
rapproche de Talysséide qui correspond à l’hypothèse h = o. 
Mais le plan de la chaînette n'est pas un plan de symétrie de la 
surface et la coupe sous un angle constant, dont le cosinus est 
égal à h. 

Les lignes de courbure [a = const. sont des courbes analogues à 
la cycloïde et dont on obtiendra la forme en projetant une cycloïde 
allongée sur un plan parallèle à la base de cette courbe. Elles sont 
définies dans leur plan par deux équations de la forme 

or = AX -r- a sîn a, 
y cos A, 

Oit A est le paramètre variable, et elles sont rectifiables. 

207. Sur une surface quelconque, les lignes de courbure planes 
bont caractérisées, nous le verrons, par la propriété d’admettre 
comme représentation sphérique un petit cercle de la sphère. 
Pour obtenir toutes les surfaces minima à lignes de courbure 
planes dans les deux systèmes, il nous suffira donc de joindre à 
la surface précédente celle qui admet, pour représentation sphé- 
rique de ses lignes de courbure, le système particulier de cercles 
dans lequel les cercles de chaque famille sont tous tangents en un 
même point et ont pour projection stéréographique deux sys- 
tèmes de droites rectangulaires ( 2 ). La surface correspondante, 


(') Comptes rendus, t. XLI, p. 1067; i855. 

( *) Il serait inutile, on le démontre aisément, de rechercher les surfaces minima 
à lignes de courbure planes dans un seul système. En effet, toute surface minima 
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qui est comprise comme cas limite dans la précédente, présente 
les propriétés les plus intéressantes et mérite d'être étudiée d’une 
manière détaillée. Elle a été signalée par II. Enneper ( ‘ 

Dans ce cas, il faudra faire 

A = a, B = 

ou, ce qui est la même chose, remplacer dans les formules de 
M. Weierstrass rT( 2 ^), par une même constante. Prenons 

cette constante égale à 3. Nous aurons 


|,t 3) = dv. (3 — m®), y = - = crL3î425 


et si Ton pose 


= a — î3, 


a et P seront les paramètres des lignes de courbure. 

On a d’abord, en développant les expressions des coordonnées, 

( ir = 3a-T-3a32 — a®, 

(i4) y = 

( ;; = 3a2-.3?2. 


La surface est algébrique et unicursale. Dans le tracé géogra- 
phique sur le plan, les sections planes sont représentées par des 
courbes du troisième degré qui n’ont aucun point commun et, par 
conséquent, la surface est du neuvième degré. 

Les plans des lignes de courbure ont respectivement pour équa- 
tions 

[ — 3 a — 2a®=o, 

( 7 — 3 ^ — 3 ? — 2^3 = 0 . 


admettant pour représentation sphérique de ses lignes de courbure un système 
orthogonal et isotherme, on serait conduit à rechercher sur la sphère un système 
isotherme dont une des familles seulement serait composée de cercles. Or, la pro- 
position démontrée au n® 127 , relativement aux systèmes isothermes plans dont une 
famille est composée de cercles, s’étend immédiatement, par une simple inversion, 
aux systèmes sphériques ; et elle nous permet de conclure qu'il n’existe pas sur 
la sphère de système isotherme dont une seule famille soit formée de cercles. Par 
suite, il n'existe pas de surface minima à lignes de courbure planes dans un seul 
système, 

(*) Exnepeb (A.), Analytisch-geometrische Untersuchungen ^Zeitschrift /ûr 
Mathematik und Pkysik, t. IX, p. io8; 186} ). 
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Nous verrons comment on peut les construire géométriquement. 
Il résulte d'ailleurs des formules ('i4) que les lignes de courbure 
sont des courbes unicursales du troisième ordre; et nous allons 
montrer qu'elles sont rectifiables. 

En effet, le calcul de l'élément linéaire delà surface nous donne 
ici 

= 9[i - a* — y-Y(d7.’^ -f- 

et si l'on fait, par exemple, ^3 = const., on aura 
et, en intégrant, 

5 = 3Û-T- S-)a 4- St**. 

Laissant au lecteur le soin de démontrer que les lignes asympto- 
tiques sont à la fois des hélices et des cubiques gauches recti- 
fiables, nous allons chercher ce que devient ici la génération que 
nous avons donnée au n‘* lOo pour toutes les surfaces à lignes de 
<*ourbure planes. 

L'équation du plan tangent au point de paramètres a, (3 prend 
ici la forme 

< i6 ) aaj" — a j3y — ( 3EÎ -h — 1)5 4- 3^2 __ 3^2 -h pi — = 0 . 

Si, conformément aux méthodes du n° 101, on l’écrit de la ma- 
nière suivante : 

J- — 4a)* — J* -+- ( 5 — 2a* -i- n* — — 4 P )* — a-2 — {,3 4- a p2 __ 

on voit qu’il est le plan radical des deux sphères de rayon nul 

I j: — 4a;* 4->'* 4-( z — aa* 4-0* = 0 , 

I r — 4P)*4-<-3 4-2p* — i;* = 0 , 

dont les centres décrivent deux paraboles qui sont focales l’une de 
l'autre. L'application du théorème du n® 105 nous donne donc la 
génération suivante de la surface de M. Enneper : 

Considérons dans V espace deux paraboles qui sont focales 
Cune de Vautre. La surface est V enveloppe des plans élevés 
perpendiculairement sur les milieux des cordes qui joignent les 
points de Vune des courbes aux points de Vautre. Les plans nor-‘ 
maux aux deux paraboles aux extrémités de Vune de ces cordes 
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sont les plans des lignes de courbure qui passent par le point 
de contact de la surface et du plan perpendiculaire sur le 
milieu de la corde. La surface < fig. li ) est ainsi construite par 
plans et par points. 

Fig. 14. 



SURFACE MINIMA D'ENNEPER. 

(D’aprùs lo modèle construit par M. &. Herting et faisant partie do la collection 
do M. L. Brill, à Darmstadt. ) 

Le réseau rectangulaire figuré sur la surface est composé des lignes de courbure; 
les courbes en diagonale sont des lignes asymptotiques. 

L’équation du plan tangent nous montre d’ailleurs que, dans le 
tracé géographique de la surface, les courbes de contact des cônes 
circonscrits à la surface sont représentées par des courbes du qua- 
trième ordre ayant, on le reconnaîtra aisément, lo points com- 
muns à l’infini. La classe de la surface sera donc égale à 4* — ïo 
ou 6. 

208. L’application du théorème de Bour conduit, pour l’élément 
linéaire des surfaces minima, à diverses formes que l’on rencontre 
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ddiis les applications et est bon de connaître. ]\ous allons les 
signaler rapidement. 

Prenons d'abord rélémenl linéaire de la sphère sons la forme 


Si l'on remplace jc et y par des fonctions A et B de a et de on 
aura 


Par suite^ on trouvera, pour l’élément linéaire de la surface mi- 
ni ma, la forme 

r \ - B >2 




4.VB'' 


~dxd'^. 


En substituant à a et à |3 les variables 



on aura 

U7) 


Celte forme a été obtenue par M. O. Bonnet et par Bour. 
Si l’on emploie la forme 


drs^ = 


4 dx dy 


pour l’élément linéaire de la sphère, on sera conduit de même à 
l’expression suivante de l'élément linéaire de la surface minima 

i'i8; ( I -H AiBi)® 

qui est due à M. Lie. 


209. Nous terminerons ce Chapitre en signalant d’autres tracés 
géographiques de la surface sur lesquels Riemann et M. Bel- 
trami (‘) ont appelé ratlention. 


(*) Riem-wx (B.), IJéber die Flàche vom kleinsten Inhalt beî gegebener Be- 
grensung {Œuvres complètes, p. 283), 

Belteuxi (E.), Bulle proprietà générait delle superficie d*area minima 
{Mémoires de V Académie des Sciences de Bologne, 2 ‘ série, t. VII, i868). 
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Ils reposent sur la propriété suivante : Les sections de toute 
surface minima par une série de plans parallèles constituent 
une famille de courbes isothermes de la surface. 

Employons, par exemple, les formules de il. Weierstrass. 
Toute fonction linéaire des coordonnées y. z d’un point de la 
surface sera de la forme 

ax-^hy — cz — ^{u)— 

Par conséquent, les sections de la surface par les plans parallèlcb 
ax ~ hy cz = const. 

constituent une des deux familles du système défini par les équa- 
tions 

4>(z£ 1 — const., 

— 4»i(zzi ) = const-, 

système qui est à la fois isotherme et orthogonal. Si l'on oriente 
la surface de manière que les plans sécants soient horizontaux, les 
trajectoires orthogonales deviennent les lignes de plus grande 
pente de la surface. 

Il résulte des remarques développées au Chapitre II que Ton 
peut, si la surface est donnée, obtenir par des différentiations et 
des éliminations les fonctions ^(u), Oi(wi). On pourra donc 
toujours déterminer sans aucune quadrature les lignes de plus 
grande pente de toute surface minima donnée. 

Si l’on fait correspondre au point (tz, U\ ) de la surface le point 
d’un plan dont les coordonnées rectangulaires sont données 

parles relations 

Xq iyo = ^(“>7 ^0 — ij'o = 

on aura les tracés géographiques dont nous voulions parler, et pour 
lesquels une série de sections parallèles de la surface est repré- 
sentée, sur la carte, par les droites parallèles à l’axe des y, tandis 
que les droites parallèles à l’axe des x représentent les lignes de 
plus grande pente de la surface. 

Il existe évidemment une infinité de tracés géographiques de ce 
genre, puisque l’on peut choisir arbitrairement la direction des 
sections parallèles. 


D.- I. 


21 
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CHAPITRE V. 

LA SURFACE ADJOIÎfTE DE M. O. BOTTNET. 

Surfaces minima associées à une surface donnée. — Surface adjointe, formules 
qui la déterminent. — Formules de AI. Schwarz. — Propositions directes et 
réciproques relatives à l'application et au tracé géographique des surfaces les unes 
sur les autres. — Proposition de AI. Bonnet relative aux lignes de courbure et 
aux lignes asymptotiques de la surface adjointe. — Détermination de toutes les 
surfaces minima applicables sur une surface minima donnée. — Surfaces mi- 
nima applicables sur une surface de révolution ou sur une surface spirale. 


210. Considérons une surface minima définie par les formules 
générales de ilonge, 

• I X = A(^ 

n; I 7 = 

f ^ ^ Ci t Ci('u J, 

où les fonctions A, B, C; Ai, Bj, G| satisfont respectivement aux 
deux conditions 

j dA^ 4- dB^ 4- dC^ = O, 

I rfAÎ -r- rfBf = O. 

L'élément linéaire de cette surface sera donné par la formule 

rfs’ = 2f e/A dki -h d& dBi dC dCj ), 

par conséquent, il aura la même expression pour toutes les sur- 
faces minima définies par les formules 

| 3f = e'*A(0-i- e-'a Ai(t), 

J' = c-^aB,(T), 

Æ=e/aC('ï|-i-e-iaCi(T), 

ou 9c désigpae une constante quelconque. Toutes ces surfaces 
sont é\idemment applicables les unes sur les autres, et les points 
correspondants sur deux quelconques d’entre elles sont ceux qui 
sont déterminés par les mêmes valeurs de t et de t. On recon- 
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naîtra aisément qu’en ces points les plans tangents aux surfaces 
sont parallèles. 

Nous dirons que les équations ( 3 ) définissent une famille de 
surfaces associées. Pour a = o, on retrouve la surface définie par 
les équations (i); pour a = ‘n5 on obtient la symétrique de cette 
surface par rapport à l’origine des coordonnées. 

Parmi les surfaces associées à une surface donnée, on doit dis- 
tinguer particulièrement celle qui correspond à la valeur ~ de a. 
Elle est définie par les formules 

^ a:o = — Al (':)], 

i' 4 ) = 

( .3o=î[G(^i — Gi(“ i]. 

jNous lui donnerons le nom de surface adjointe à la proposée. 
Elle a été découverte par M. O. Bonnet (*). Ses relations avec la 
surface dont elle dérive jouent un rôle essentiel dans la théorie 
des surfaces minima. 

Si, dans les formules (i), on remplace A(^) par A(^) — fm, 
Ai('t) par Al (v) -h m désignant une constante, la surface 
primitive ne sera pas changée, mais la valeur de sera aug- 
mentée de 2 m. Gomme on peut opérer des changements ana- 
logues pour j'o5 ^0) on voit que la surface adjointe peut être 
déplacée parallèlement à elle-même et subir une translation quel- 
conque. Si, d’ailleurs, on échange les termes relatifs à ^ et à v, 
cette surface sera remplacée par sa symétrique relativement à l’o- 
rigine des coordonnées. Ainsi, la surface adjointe à une surface 
donnée n’est pas complètement définie de position. 

Quand on emploie les formules de M. Weierstrass 

57 = J* - J*' - J- 

f u^{u)du -i- f ui^i(ui)dui, 



( * ) O. Bonîîbt, JVote sur la théoris générale des surfaces ( Comptes rendus, 
l. XXXVn, p. 529-532; i 853 ). 
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les surfaces associées s'obtiennent en remplaçant 
respectivement par (*). 

En particulier, la surface adjointe est définie par les équations 

/*I — W- - 

. .r = Z / ^iu^du — il -^i{Ui}dUi, 

I J ^ J ^ 

iO'i 'r.,=— zz‘^^zz~ m)dui. 

r J ^ ' J 2 

! r,= il* it^\U)du 

qui se déduisent des formules (5) parla substitution de i ^{u) à 
.'?( // I et de — / -7i f z/,'| à (Ui A chaque nappe réelle d’une sur- 
face minima correspondra évidemment une nappe réelle de la 
surface adjointe. Si la surface proposée est algébrique, il en sera 
de même et des surfaces associées, et de la surface adjointe. 

211. Quel que soit le svstème de détermination employé pour 
les valeurs de £, y, -g, coordonnées X, Y, Z d’un 

point Je la surface associée correspondante à une valeur quel- 
conque de a s'expriment de la manière suivante : 

[ X = a*cosa^aro sina, 


I Z = s 


: r cosa-î- jo sin a, 


cos sm a. 


En écrivant que le carré de l’élément linéaire de cette surface 


est indépendant de a, on est conduit aux relations 

^ i dx^ -4- dy- dz^ = dxl dyl -h dz^, 

i dx dxQ — dy dy^ dz dz^ = o, 

qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier. Ainsi, non seulement une sur- 
face minima et son adjointe sont applicables l’une sur l’autre et 
elles ont, comme deux surfaces associées quelconques, la propriété 
que leurs plans tangents aux points correspondants sont parallèles : 


(*) Ce moyea si simple d’obtenir toute une famille de surfaces minima appli- 
cables sur une surface minima donnée est dû à M. Schwarz qui Ta donné dans 
l'article déjà cité [p. 280], Miscellen ans dem Gebiete der Minimalflâchen 
p. 386. 
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mais, de plus, les tangentes à deux courbes correspondantes sont 
toujours perpendiculaires. Nous dirons alors que les éléments cor- 
respondants des deux surfaces sont orthogonaux. 

212 . Avant de continuer l'étude des surfaces associées, nous 
remarquerons que les formules (8) ont conduit M. Schwarz à un 
procédé très élégant de détermination de la surface adjointe (*). 
Nous avons déjà démontré que, si une surface minima est donnée 
par son équation, on peut obtenir par des différentiations et des 
éliminations, et sans aucune quadrature, les expressions des coor- 
données en fonction des variables Ces expressions une fois 

obtenues 

X = s 

- = Z(w)‘4-xi(zzi », 


on en déduira immédiatement celles qui conviennent à la surface 
adjointe et qui sont 

To = îfofw) — îpi(zti )], 

-0 = i[x(zO — Xi(mi>]- 

Les formules données par M. Schwarz exigent^ au contraire, 
l’emploi de trois quadratures, mais elles sont de la plus grande 
élégance et ont des applications très importantes. Nous allons les 
faire connaître. 

Désignons maintenant par X, Y, Z les cosinus directeurs de la 
normale qui sont définis par les formules déjà données [p. 296] 

“ I-r-WKi’ 

z \ Xqj j'oj -0 désignant les coordonnées de deux points cor- 
respondants sur la surface minima donnée et sur la surface adjointe. 
On aura 

( Xdx -h Y cfy- -i- Z dz O, 

I X Y rfjo ■i-Zdz^ = O. 


(*) Schwarz, Miscellen aus dem Gebîete der MinimalflacJien p. Ü 87 . 
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Si Ton joint la dernière des équations précédentes à la seconde des 
formules (8}j on pourra déterminer les rapports mutuels de 
dz^ \ ce qui donnera 

dT(\ dy^ dz^ ^ 

Z dy — \dz \dz — Zdx \ dx --^dy 

La somme des carrés des numérateurs est égale, en vertu des 
formules (8) et (lo), à la somme des carrés des dénominateurs. La 
valeur commune des rapports précédents est donc égale à ±: i. 
Mais, si Ton remplace dans l’un quelconque d’entre eux X, Y, Z, 

dxj dXi^. ... par leurs valeurs déduites des formules (5), 

(6) et t'g), on obtient — i pour la valeur commune des trois rap- 
ports. On a donc 

I d.ro = Y dz — Z dy, 
dyo = Zdx — X dz, 
dzo = X dy — Y dx'., 

et J oj ^0 seront déterminés par l’intégration de ces trois diffé- 
rentielles à deux variables indépendantes, que Pou peut toujours 
former quand on connaît Téquation de la surface. 

Lagrange, nous l’avons vu (n° 17S), avait déjà remarqué que 
Texpression 

y/ 1 ”7“ 

doit être une différentielle exacte. 

213- Nous avons reconnu que deux surfaces associées sont 
applicables Tune sur l’autre, et que les plans tangents aux points 
correspondants sont parallèles. Réciproquement, si deux sur faces 
sont applicables Vune sur Vautre et si les plans tangents aux 
points correspondants sont parallèles, elles sont nécessairement 
deux surfaces minima associées. Pour établir cette proposition, 
nous emploierons le système de coordonnées langentielles (a, p, 
du n" 16o, dans lequel l’expression de l’élément linéaire est 

(5 d^ dp){zd% -H dq). 

Pour deux plans tangents parallèles, on peut toujours supposer 
que les coordonnées a et p ont la même valeur. Il faut donc re- 
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chercher si deux valeurs différentes çi de la fonction ç peuvent 
donner la même valeur de l’élément linéaire, c'est-à-dire si l’on 
peut avoir 

(la) (<3 -H d/?)( zdrL-^dq) — (si d% dpi){zi d% — dqx), 

Z et Zi ayant d’ailleurs les valeurs suivantes, indiquées au n° lôS; 

03) ^ ^ _ 

' ^ I -h ap ^ I aji 


L’équation ( 12 ) peut être vérifiée de deux manières différentes. 
On peut avoir, soit 



/ zd^ -rdp = A (zi d3 -h dpi ). 

( 14 ) 

1 Z doL dq = }^{zxd% dq^)^ 

soit 


(i5) 

1 Z d^ -+- dp = X (-3, d% -4- dq\ ). 

( 5 -f- 6?^ = 1 (.31 d^ -4- dpx J, 


y. désignant, dans les deux systèmes de formules, une fonction 
inconnue. Le premier système donne les équations 

/ _ /» V ' ^ 


Si donc la somme z-hs n’est pas nulle, il faudra que A soit 
égal à dz I . Alors la fonction 

t — t _ w 

devra satisfaire aux trois équations 

R = o, T = o, S-Pa-Q? 4 -S(i + a3)=o, 

que l’on résoudra facilement et qui donnent 
S = A(3c^ — i) -H B 3£ -f- G p, 

A, B, G étant trois constantes quelconques. 

On reconnaîtra aisément qu’en imprimant une translation con- 
venable à l’une des deux surfaces, on peut annuler S et avoir, par 



3^8 
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conséquent, 

ï±:'i= O. 

Les deux surfaces proposées sont donc égales ou symétriques. 
Cette solution pouvait être prévue a priori. 

Mais, si Ton a 

^ — 5 = 0 

et, par conséquent, 

^1—^1= O, 

les deux surfaces considérées sont des surfaces minima (n° 194). 
Revenons aux notations du Chapitre III et soient 

; 2 Ml/ 1 zn — 2 «1 ) — t'i UUi )[/( U) — ( Ml ;], 

t = 2 z/l Ç nn — 2 ZZ 'fl UZi ) — ( I -1- UUi )[o'( U) f 'i ( Ui )] 

les équations de nos deux surfaces. Si, dans les formules (i6), 
nous remplaçons les dérivées /', t, 7*i, ti par leurs valeurs, nous 
trouverons 

/ '"i zz ) = /. f '"I K ), /;"( «1 ; = ^ ?T ( )• 

Ces deux équations montrent que X est une constante. Si on la 
désigne par on passera de Tune des surfaces à l’autre en rem- 
plaçant par C’est la substitu- 

tion que nous étudions dans ce Chapitre. 

Le système (i5), que nous devons maintenant examiner, nous 
conduit aux équations 

r = ( -ïi — ^ 1 1 )., 
d’où Ton déduit, en particulier, 

i Z -T- s)^'— rt = 7*1 ^1 — f -^1 -f- j®. 

Cette équation exprime (n^^lCS) qu’aux points correspondants 
des deux surfaces le produit des rayons de courbure principaux 
prend des valeurs égales et de signe contraire pour les deux sur- 
faces. D’après le théorème fondamental de Gauss que nous démon- 
trerons plus tard, il est impossible que les surfaces soient appli- 
cables Tune sur l’autre; et notre réciproque est ainsi complètement 
démontrée. 
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214. Les méthodes précédentes se prêtent à Fexamen d'une 
question qui, sous un énoncé différent, a été Tobjet des savantes 
recherches de jM. Mathet ( * ). 

Nous avons vu (Liv. II, Ch. III) que, dans le plan, on peut 
imaginer une infinité de méthodes de transformation avec simi- 
litude des éléments infiniment petits, dans lesquelles, à tout élé- 
ment linéaire passant par un point il correspond un élément 
passant par le point correspondant il' et faisant avec son homo- 
logue un angle qui ne dépend que de la position du point il et 
demeure constant quand le premier élément tourne autour de il. 
Peut-on transporter ces propriétés à l'espace? Est-il possible 
d’établir, entre deux surfaces différentes (S), (S,), une corres- 
pondance point par point avec similitude des éléments infiniment 
petits, pour laquelle Tangle de deux éléments correspondants 
passant respectivement par deux points il, il' des deux surfaces 
ne dépende que de la position de il ou de il' et nullement de 
la direction de Tiin des éléments? Telle est la question générale 
dont nous allons chercher la solution. 

Soient y, j:; j'i, les coordonnées de deux points 
correspondants sur les deux surfaces, qui seront six fonctions 
inconnues de deux paramètres. Les propriétés de la transforma- 
tion se traduiront par les deux équations 


(17) 


dx dxx -h dy dyi -i- dz dz^ 


dy-— dz‘\^ 

dx^-x- dy- dz- yJdxi^dyi-T- dzf. 


En tenant compte delà première, on peut remplacer la seconde 
par la suivante : 

â 7 ' ) dx dxi -T- dy dyi -H dz dzi = îx( dx^ -r- dy^ -i- dz- 1 , 

qui est rationnelle*, 1 et [a seront d'ailleurs des fonctions que 
l’énoncé de la question n’assujettit à aucune condition. 

Prenons comme variables indépendantes les paramètres a, ^ 


(') Maidet, Solution d'un problème de Géométrie {Journal de Liouvdle^ 
2 * série, t. VIII, p. 3i3; i863). Étude sur un certain mode de génération des 
surfaces d'étendue minimum (môme tome, p. 3^3). 
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des lignes de longueur nulle de la surface «' - On aura 



Les équations précédentes nous donneront les relations 
nouvelles 



d.r Ori ()y dy\ _ ùz dz^ 

0% d% d% d% ‘ àrj. d% 

ÙT ùTi ^ dy ^yi dz dzi 

Ô3 


Les deux premières de ces relations déterminent très sim- 
plement les rapports de ^3 En tenant compte des 

équations (18), on trouve 


( 20 1 

et Ton aura de même 

( 21 ) 


ÛXi 

ox 

f/a 

Ox 


ôz 

Ox 

dx 

Ox 

dxi 


dz, 



d'^ 

Ox 


dz 


c/3 • 

d? 


Si Ton désigne respectivement par 6 et 9, les valeurs communes 
des rapports précédents, on pourra écrire 


('22 > 


d^Ti . dr ÔTi . Ox 


et les équations analogues en y' et En éliminant Xi on ob- 
tiendra réquation 



0-x ^ éO dr d^i dx ___ 

‘ ’dïTj^ d? dâ ~ dâ ^ 


à laquelle satisferont également v et z. Par suite (n” 84), a et p 
seront les paramètres de deux familles conjuguées; et la surface 
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(S), admettant pour lignes conjuguées ses lignes de longueur nulle, 
sera une surface minima. Il en sera évidemment de même de la 
surface (S^). De plus, les formules (20) et (21) montrent qu’aux 
points correspondants des deux surfaces, les lignes de longueur 
nulle correspondantes auront la même direction; et, par con- 
séquent, les plans tangents aux deux surfaces seront parallèles. 

Réciproquement, si l’on prend deux surfaces minima quel- 
conques et si l’on établit la correspondance entre les points de 
ces surfaces par la condition que les plans tangents y soient pa- 
rallèles, pour ces points correspondants les quantités u et qui 
figurent dans les formules de M. Weierstrass auront les mêmes 
valeurs; et ces formules nous permettent de vérifier que toutes les 
relations (19) seront satisfaites. Ces deux surfaces donneront donc 
efiectivement la solution générale du problème proposé. 

Si deux surfaces sont applicables l’une sur l’autre, la corres- 
pondance établie entre leurs points détermine évidemment un 
tracé géographique de l’une d’elles sur l’autre. La proposition 
que nous venons d’établir, jointe à celle que nous avons ob- 
tenue au n° 213, nous permet donc d’énoncer les résultats 
suivants : 

Si deux surfaces sont applicables Vune sur Vautre de telle 
manière que les éléments correspondants fassent entre eux un 
angle constant, ce sont nécessairement deux surfaces minima 
associées et les plans tangents aux points correspondants sont 
parallèles. 

Si deux surfaces sont applicables Vune sur Vautre ai'ec or- 
thogonalité des éléments correspondants, elles ne peu^rent être 
que deux surfaces minima dont Vune est adjointe à Vautre, 

215. Nous ne quitterons pas ce sujet sans remarquer que les 
formules (7) donnent un nouvel exemple d’une surface se défor- 
mant d’une manière continue sans cesser d'être applicable sur 
elle-même. Lorsque a varie, chaque point de la surface décrit 
une ellipse ayant son centre à l’origine des coordonnées. Il y a 
ici une remarque essentielle à faire. Dans l’exemple du n° 77, une 
portion de la surface ne pouvait se déformer indéfiniment sans 
se plier ou se déchirer dès que l’on dépassait certaines positions 
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limites; dans l'exemple actuel, rien de pareil ne se produit et l’on 
peut continuer indéfiniment le mouvement de déformation d’une 
portion quelconque de surface jusqu’à ce que celle-ci revienne, 
lorsque a a crû de 2*7:, à sa position primitive. Nous laisserons au 
lecteur le soin de démontrer que cet exemple est le seul dans lequel 
une surface puisse se déformer de telle manière que ses différents 
points décrivent des coniques, et nous insisterons sur les propriétés 
géométriques suivanles, qui ont été signalées par M. O. Bonnet. 

Nous avons vu que, si l’on considère la surface minima corres- 
pondante à un système de valeurs de et si l’on pose 

£*>'1= ^ — ïVi = J" Mi; ûTzii, 

les lignes de courbure sont définies par les équations 
Xi z=: const. yi = const. 
et les lignes asymptotiques par les équations 


0*1 -T- = const., xi — = const. 


Pour passer de la surface précédente à toute autre surface 
associée, il faudra remplacer ) par,;f(i^)e'“, 

et les nouvelles valeurs de seront définies par les 

formules 

a 

•^‘1 -+■ O'i = e* *( H- iyi ■>. 

_ .a 

qui donnent 

[ , a .2 

i arj = xi cos- — sm-, 

( 23 ) 

f .a a 

[7i =^i sin- COS-. 

Par suite les lignes de courbure de la surface associée seront 
définies par les équations 

* • .a a 

cos— — yi siii- == const., sm — r-yi cos- = const., 

22 2 2 
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et les lignes asymptotiques par les équations 


aa — t: . aa — t: 

£Ci cos ; sin ; — = const., 

4 4 

. aa — t: aa — 'z 

Tl sm ; U Vj cos — ; — = const. 

4 4 

On voit que, sur la surface primitive, elles correspondent aux 

lignes qui coupent les lignes de paramètre ûCi sous des angles ^7 

-5 - — Si Ton considère en particulier la surface 

a a a 4 a 4 ^ 

adjointe, on aura a= les lignes de courbure de cette surface 

cori'espondront aux lignes asymptotiques de la proposée et 
vice versa. 

Traitons, par exemple, le cas où Ton a 

Les formules qui définissent la famille de surfaces associées 
sont les suivantes 

I _ / I \ { I \ 

[z=- îîL» 

\ a a 

G désignant une constante quelconque. Posons 

ui = U = 

et nous obtiendrons 


X = - cos(v H- a) -H i cos(v — a), 
a ^ a 

Y = i e-V- siD ( V -h a) -h - sm(v — a), 

Z = [JL cos a -f-v sin a. 

Pour a = O, on trouve l’alysséide. Pour a = on obtient l’hé- 

licoïde gauche à plan directeur. Ces deux surfaces sont applî- 
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cables Tune sur l'autre avec orthogonalité des éléments et les 
lignes de courbure de l'une correspondent aux asymptotiques de 
l'autre. Les surfaces qui correspondent à une valeur quelconque 
Je X sont les hélicoïdes déjà rencontrées aux n^*® 7o et 180. 


216. Après avoir obtenu une famille de surfaces minima appli- 
cables sur une surface minima donnée, proposons-nous de re- 
chercher, d'une manière générale, toutes les surfaces minima 
applicables sur une surface minima donnée Soit 

ds^ = {i-T- uUi)-S{u)^i{ui) dudui 

l'élément linéaire de cette surface et soit 


ds^ = <1 -r Ç(,v)CJ^{Vi)dv di'i 


l’élément linéaire d'une autre surface minima (S'). Pour qu’elles 
soient applicables l’une sur l’autre, il faudra que l’on puisse déter- 
miner r, V| en fonction de u et de W|, de manière à satisfaire à l’é- 
quation 

( I -r- CPi)* fl ( ) (? ( P’I ) = (l -f- Ulli )2 J ( M ) rf 1 ( Kl ) du^ . 


Celte égalité ne peut être vérifiée (n® 117) que si l’on a 


ou 


p = 9 (m), 


» et i désignant des fonctions à déterminer. En donnant un sens 
convenable aux normales des deux surfaces, on peut prendre 

c = o(k), 


et l'équation à vérifier prendra la forme 

?'■!')* §(?) = (I ■+• UUi)^ ^(k) 

Égalons les logarithmes des deux membres et prenons la dérivée 
seconde par rapport k u et k Nous aurons 


©Y 


(l (H- 


4 dçj __ 4 du dui 


ou encore 
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Cette égalité exprime que les représentations sphériques de deux 
figures correspondantes sur les deux surfaces sont égales ou symé- 
triques (Livre I, Chap. III). Comme, par hypothèse, v' est une 
fonction de w, ces représentations sont ici égales et, par consé- 
quent, on pourra, en orientant convenablement la seconde surface, 
prendre 

P = M, Vi= Ui, 

Il restera donc à satisfaire uniquement à l’équation 
et cette équation ne peut être vérifiée que si Ton a 

a étant une constante quelconque. Les seules surfaces minima 
applicables sur une surface donnée sont donc les surfaces 
associées à la surface proposée (* ). 

217. Il nous reste maintenant à examiner une dernière question 
qui se rapproche de celles qui ont été étudiées dans ce Chapitre. 
Proposons-nous de déterminer toutes les surfaces minima appli- 
cables sur des surfaces de révolution. Comme une surface de révo- 
lution est applicable sur elle-même d’une infinité de manières, il 
suffira de rechercher les surfaces minima qui jouissent de la même 
propriété. 

Reprenons les formules de M. Weierstrass et soient (t/, Wi), 
(p, ^^) les valeurs de u et de Ui, relatives à deux points de la sur- 
face. Nous chercherons s’il est possible de satisfaire à l’équation 

(iH- uui)^ ^{u)^i{ui)du dui = (i-H vPi)® ^(p) dç dvi, 

eh prenant pour ç et des fonctions de u et de Ui qui devront 
même contenir un paramètre variable et se réduire, pour une va- 


(*) La détermination de toutes les surfaces minima applicables sur une surface 
minima donnée est due à M. O. Bonnet. ( Voir, en particulier, le Mémoire sur la 
théorie des surfaces applicables sur une surface donnée inséré au XLII“ Cahier 
du Journal de VÉcole Polytechnique, p. 8 et suiv., p. 78 et suiv. ; 1860, 1867). 
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leur de ce paramètre, aux suivantes 

ç = U, r. = «1 : 

V ne pouvant dépendre que de ou de Ut sera, par suite, une 
fonction de i/ et, en raisonnant comme dans le numéro précédent, 
on trouvera encore 

du dui __ cTv di'i 
< r ~~ (J — 

La solution la plus générale de cette équation est donnée par les 
formules 

mu n w,iZ/i~ 72 „ 

Ç = , (*J =r= ; 7 

— n^ii^ ni , — nux -r- m 


et l'équation à vériGer deviendra 


^{U 


ZZl .= 


I mm ' — ?in , >* 

\ m — mil \* i ni.j — icj* 


/ mu -T- n \ ^ / nif^Uj h-tzi N 

\ — n^-^niQ/ ^ ^ \ — 7Z7Zi-r-77l )' 


Elle se décompose évidemment dans les suivantes : 

^ I mm, y — Tî/in ^ / mu n \ 

\ (/72„ — «oM;* \— * 7io« ’ 

'j e-'^, 


' 'iCi > 


, { mnif^ n/Zo ^ /^n H- «o 

2Zi;= -7“;;:^ '“^î 




■ nu - 


où ^ désigne une quantité nécessairement constante, puisqu’elle ne 
dépend ni de Z7^ en vertu de la première équation, ni de u en vertu 
de la seconde. 

Les équations précédentes devront avoir lieu pour une infinité 
de systèmes de valeurs de m, /t, mo, no fonctions continues d’un 
paramètre et se réduisant, pour une valeur déterminée de ce pa- 
ramètre, aux valeurs suivantes : i, o, i, o. Différentions la pre- 
mière, par exemple, par rapport à ce paramètre. Nous aurons, en 
désignant par des lettres accentuées les dérivées par rapport à 
ce paramètre. 


%\mmQ -T- tztzq i' __ 4 f 7 ?z;, — 7 z'„zz) 
rnni^i -r* /ztiu two — tzq 

_ £ r \m!u — n'){m(i — nQu')^{mu-^n){m!^ — tZqZz) 
# L l>Zo — TZoW)® 


o. 


Faisons dans cette équation 


77Z = TTlo = t, 


71 = Tlo = Oj 
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elle se réduira à la suivante 


4A^'o M -i- 2(/n' — ttzq)- 


^ t ! f f t \-\ 

w — n — u{m^ — 71^^)] = O, 


où l’on de\Ta regarder m^, n\ 6' comme des constantes. 
On pourrait intégrer cette équation et déterminer (î^); maïs il 
est préférable de montrer que l’on peut toujours choisir les axes, 
de telle manière que les constantes n\ n\ prennent des 

valeurs très simples. 

Reprenons les formules de substitution 


mu -î- n 77ift Ui -I- Tin 

Ç 9 Ç, = . 

— n^iinr nia ni — nui 

Nous savons qu’elles définissent un déplacement à la surface de 
la sphère. Si, en particulier, nous prenons les valeurs de 
71, 72o très voisines de i, i, o, o, elles définiront un déplacement 
infiniment petit du point (m, Mi) à partir de sa position initiale. 
Ainsi les formules 

— dn _ dmg)-^ drig 

^ — M dna -h(h-<5?/71o)^ du^{\-^dm) 

représentent une rotation rfa autour d’un certain diamètre de la 
sphère. Si nous prenons ce diamètre pour axe des il faudra que 
l’on ait 

du ' — dua — o, djYi i j diïia ~~ ■■ * i ■ ' ■ 

2 2 

et, par conséquent, 



Portant ces valeurs dans l’équation à laquelle doit satisfaire ^(m), 
nous trouverons 

. r .ar • r 

2 sa -h SÔ -h — -1%U = O 

et, par suite, 

uf{u\ _ 

' 'V h % 

0(u) 


^ désignant une constante. En intégrant, on a 
( 27 ) #(«)=€«*. 


D. — I. 


22 



338 LIVRE Ilï. — CHAP. V. 

On trouverait de même 

Les surfaces qui correspondent à ces valeurs des fonctions 

< Wi ' jouissent bien de la propriété indiquée et sont, nous l’avons 
déjà vu (n'’ 20r3), applicables sur des surfaces de révolution. La 
méthode par laquelle nous les avons obtenues a été indiquée par 
jVI. Schwarz (^). 

^ous signalerons une remarquable propriété dont elles jouissent. 
Remplaçons dans les formules de M. Weierstrass 5^(z^), 
par leurs valeurs précédentes où, pour plus de netteté, on aura 
mis m — 2 à la place de A', en sorte que l’on aura 

= Giwf”-. 

Si Ton fait tourner la surface de l'angle a autour de Taxe des ;j, 
les nouvelles valeurs de ^(z/), seront, d’après les formules 

(28) du n° 200, 

On voit que, lorsque m n’est pas nul, ces nouvelles valeurs con- 
viennent à une des surfaces associées à la proposée. Le cas où m 
est nul correspond, nous le savons (n° 200), aux hélicoïdes. On 
est ainsi conduit au théorème suivant : 

Si Von considère toutes les surfaces minima^ autres que les 
hélicoïdes, qui sont applicables sur des surfaces de ré9olution, 
elles sont superposables à leurs surfaces associées; si Von fait 
tourner la surface dhin angle quelconque autour de son axe, 
on obtient Vune des surfaces associées. 

Par suite, pour obtenir toutes les applications de la surface sur 
elle-même, il suffira de la faire tourner d’un angle quelconque 
autour de son axe et de faire correspondre dans les deux positions 
les points où les plans tangents sont parallèles. 


(’) SCHWAR2, Miscellen aus dem Gebîete der Mnimalflàchen, p. 296. Voir 
aussi Boca, TJiéorie de la déformation des surfaces, p. 9g. 
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Si Ton veut de même obtenir toutes les surfaces minima appli- 
cables sur une surface spirale, il faudra prendre (^) 

(28) 

l’application de la méthode précédente conduit, sans difficulté, 
à ce résultat, que nous nous contentons de signaler. Le lecteur 
démontrera sans difficulté que les surfaces obtenues sont sem- 
blables à celles qui leur sont associées. 


(») S. Lie, Beitrdge zur Théorie der Minimaljlachen {Matkematische An- 
nalen, t. XV, p. 5o3; 1879). 
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CHAPITRE YL 

LES FORMULES DE MOIVGE ET LEUR LXTERPRÉTATIOïf GÉOMÉTRIQUE. 

Reclierches de 31 . Lie. — Génération de toute surface minîma par la translation 
de deux courbes minima. — Élude de ce mode de génération, détermination 
nouvelle des surfaces algébriques et des surfaces réelles. — Surfaces minima 
doubles. — Détermination des surfaces doubles réelles. — Courbes minima qui 
sont identiques à leurs conjuguées. — Les surfaces minima dans le premier 
système de coordonnées tan^entieîles étudié au Livre II, Chap. VII. — Pro- 
priété géométrique qui distingue les surfaces doubles des surfaces simples. — 
Surfaces découvertes par Mubius et dans lesquelles on peut passer d’une face 
à Idutre par un chemin continu. 


218. Les Chapitres précédents contiennent l’exposition d’une 
série de résultats qui reposent sur la forme particulière donnée 
aux formules de Monge par M. ^yeie^sL^ass. Dans des travaux ré^ 
cents (*), M. Sophus Lie est revenu aux équations de Monge; il 
en a donné l’interprétation géométrique la plus élégante et il a mis 
en évidence tout le parti que l’on peut en tirer dans l’étude et 
dans la théorie algébrique des surfaces minima. Nous allons déve- 
lopper, dans ce Chapitre, les principes de la méthode de M. Lie. 
Reprenons les formules de Monge 

I X = A(/)-h 

(i) I jr = 

( - = C(ÿ CiC-T», 

où les fonctions A, . . . , Ai , ... satisfont aux conditions 

f 6?A® -f- -r- dG^ = O, 

I rfAf-+-<œî-}-rfCî = o. 


(*) S. Lie, Beitrdge zur Théorie der Minimaljlàchen : /. Projectwische Un- 
tersuckungen über algebraische Minîmaljlachen {Mathematîsche Annalen, 
t. XI 3 ', p. 33 1; 1878). — IL Metrische Vntersuchungen über algebraische Mini- 
malflachen, même Recueil (t. XV, p. 465 ; 1879). Les recherches de M. Lie 
avaient déjà été publiées en partie dans les Archiv for Matliematik og Natur- 
videnskab (t, II, p. 157 et 338 , 1877; ^7 P- *66, 224 34 o). 
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Elles noDS montrent immédiatement que les surfaces minîma 
sont des cas particuliers des surfaces étudiées au n° 80 et qui 
peuvent être engendrées parla translation de deux courbes ditfé- 
rentes; seulement ces courbes sont ici imaginaires et leurs tan- 
gentes vont rencontrer le cercle de Tinfîni. Nous obtenons ainsi la 
génération suivante des surfaces minima, qui sert de base aux tra- 
vaux de M. Lie. 

La surface minima la plus générale peut être engendrée de 
deux manières différentes par la translation dhine courbe 
imaginaire dont les tangentes vont rencontrer le cercle de Vin- 
fini^ le déplacement étant complètement défini par la condi’- 
tion qidiin point déterminé de la courbe décrive une autre 
courbe quelconque de même définition que la première. 

219. Celte interprétation évidente des formules de Monge offre 
Tavantage de montrer immédiatement que la théorie des surfaces 
minima dérive de celle des courbes dont les tangentes vont ren- 
contrer le cercle de Tinfini et auxquelles nous donnerons, avec 
M. Lie, le nom de courbes ininima. En se plaçant à ce point de 
vue, on peut retrouver facilement les differents systèmes de for- 
mules qui ne contiennent aucun signe de quadrature et déterminent 
les points d’une surface minima. 

En effet, puisque les tangentes d'une courbe minima rencontrent 
le cercle de l’ialini, la développable, enveloppe des plans oscula- 
teurs de cette courbe, devra contenir le cercle de l’infini. 

Si l’on prend l’équation d’un plan tangent à cette développable 
sous la forme 

a; -f- a/ -h 4"/(x) = o, 

le point correspondant de la courbe minima sera déterminé par 
les formules suivantes 

/ X = a/(ct}-/(a)-i-/(a)(i 4- a*), 

(3) /(a)4-af(a)(i + a*), 

qui conduiraient aux équations de Legendre (n° 187). 

Mais, le cercle de l’infini étant une courbe unicursale, on peut 
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prendre l’équation du plan tangent à la développable sous la forme 
rationnelle 

(4) ('l— ~ 2KÆH-2 /(m) = O, 

qui donne, pour un point de l’arête de rebroussement, les expres- 
sions suivantes des coordonnées : 


(5) 



«/'(«) -/(K), 

i * («)— iuf(u) ■+ if{u.), 

u/\u)—f(u). 


Si Ton associe ce système au système analogue où l’on changera 
i en — I, on retrouvera les formules de M. Weierstrass. Les deux 
courbes minîma qui interviennent dans ces formules sont les 
arêtes de rebroussement des deux développables, enveloppes des 
plans 

{ (i— a*)a7-T- i(i-T- 2K5 -f- a/(n) =0, 


220. Revenons aux équations qui déterminent la surface mi- 
nima sous leur forme la plus générale et au mode de génération 
employé par M. Lie. Si l’on veut éviter la considération d’une 
translation imaginaire, il suffira d’appliquer le théorème donné au 
n® 82; ce qui donnera la proposition suivante : 

Soient les deux courbes minima (F), (Fi) définies respec- 
twement par les équations 

X = 2 A(i), X = 2Ai(t:), 

^ = 2B(0, r = aBi(T), 

-3 = 2G(0, - = 2Gi(t:). 

Le milieu de la droite qui joint un point quelconque de Vune 
à un point quelconque de Vautre décrit la surface minima la 
plus générale définie par les formules (i). 

La surface demeurera la même si l’on substitue à (F), (^^) les 
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deux courbes suivantes 

CG = 2A(^)-h /z, X = 2 Ai(t)— //, 

7 = 2 B ( O — A-, 7 = 2 B 1 ('T ) — A*, 

*m= 2G(^) Z, ^ = 2Ci('3) — /, 

OÙ A, A:, l désirent trois constantes quelconques, c’est-à-dire si 
l’on imprime à la courbe (F) une translation déterminée quel- 
conque, à la condition d'imprimer à (Fi ) la translation égale et 
contraire. 

SoitMMi {Jig^ i 5 ) une droite dont les extrémités s’appuient sur 
les courbes (F), (F,). Si le point M reste fixe, le milieu p de 
décrira une courbe minima de la surface, homothétique à (F^), le 
rapport de simihtude étant i. Si, au contraire, le point reste 
fixe, le point p décrira une autre courbe minima homothétique 
à (F). Cette simple remarque, qui a déjà été présentée d’une ma- 

Fîg. i5. 



nière générale au n® 82 , suffit à montrer que, si l’on a obtenu 
deux générations différentes de la surface au moyen de deux 
courbes (F), (Fi) et de deux autres courbes (F'), (F^), ces der- 
nières ne sont autres que les précédentes déplacées parallèlement 
à elles-mêmes. Soient en effet MM|, RFil' deux droites apparte- 
nant aux deux modes différents et ayant leur milieu en un même 
point p de la surface. Si le point p décrit une des courbes minima 
de la surface, l’un des points M, et l’un des points M', M' de- 
meureront fixes. Supposons que ce soient les points M et M'. La 
droite demeurera constamment égale et parallèle à iNFAI. 

Par conséquent, la courbe (F' ) se déduira de {T^ ) par une transla- 
tion constante et égale à Al'M. Si le point p décrit maintenant 
l’autre courbe minima de la surface, Mi et M', demeureront fixes 
et la ligne M'M demeurera constante en grandeur et en direction. 
On voit donc que, si l’on a obtenu un mode de génération de la 
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surface, on obtiendra tous les autres en imprimant aux deux 
courbes (1). (Fi) deux translations égales et opposées. 

Le résultat précédent joue un rôle essentiel dans les développe- 
ments qui vont suivre. Il permet en particulier de résoudre la 
question suivante : 

Considérons un mode de génération de la surface, obtenu au 
moyen de deux courbes (F), (Fj). Est-il possible que les différents 
points de la surface soient donnés de plusieurs manières par cette 
génération, c'est-à-dire soient les milieux de deux ou plusieurs 
segments appuyant leurs extrémités sur ces deux courbes? 

S’il en est ainsi, soient M'M' {Jig> lo) deux droites 

donnant le même point p de la surface. La trajectoire de Fun des 
points _\r, M',, du pointer par exemple, se déduit de la trajec- 
toire (F ) du point M par une translation constante MM'. Cela 
posé, si le point M' appartient à la courbe (F^), cette courbe devra 
dériver de (F) par une simple translation. Écartons ce cas intéres- 
sant qui sera soumis plus loin à une étude approfondie. Si, au 
contraire, le point M' appartient à la courbe (F), le point M^ ap- 
partiendra à (F|) et les deux courbes (F), (Fi) pourront être 
soumises à deux translations égales et contraires MM', MiM' sans 
cesser de coïncider avec elles-mêmes. Elles seront deux courbes 
périodiques et, par conséquent, transcendantes, admettant la 
même période (^). 

Réciproquement, toutes les fois que les courbes seront pério- 
diques et admettront la même période, chaque point de la surface 
sera le milieu d’une infinité de segments; car soient Mo, No deux 
points pris respectivement sur les deux courbes. En appliquant 
dans les deux sens la translation à laquelle on peut soumettre les 
courbes, on en déduira deux séries de points en ligne droite 
{fig^ i6) 

. . . , M_s, M_i, Mo, Ml, Mj, . . . , 

..., N-„ N_i, No, Ni, N,, 

Les segments MoNo, M|N_i, M_|Ni, ... auront évidemment le 


(') Nous donnerons ici, et dans la suite, le nom de périodiques aux courbes 
ou aux surfaces, nécessairement transcendantes, qui ne cessent pas de coïncider 
avec elles-mômes quand on leur imprime une translation déterminée. 
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même milieu et donneront le même point de la surface. La consi- 
dération des cordes iMoN_ 4 , montre d'ailleurs que la sur- 

face minima sera périodique comme les courbes, et la transla- 
ûon pp\ à laquelle on peut la soumettre sera la moitié de celle qui 
convient aux deux courbes. 


Fîg. 16. 

M-1 M. Kl 



En dehors du cas que nous venons de signaler et de celui où la 
courbe (^^) n’est autre que la courbe (F) déplacée parallèlement 
à elle-même, les points de la surface qui forment le lieu des milieux 
de deux segments différents ne pourront s'étendre sur une nappe 
et formeront tout au plus une ou plusieurs courbes qui seront des 
lignes multiples et, en général, des lignes doubles de la surface. 

221. Après avoir étudié d’une manière générale la construction 
géométrique qui sert de base aux travaux de M. Lie, proposons- 
nous d’obtenir toutes les surfaces algébriques et toutes les surfaces 
réelles. La surface sera évûdemment algébrique si les deux courbes 
(K), (K^), dont la translation peut engendrer la surface, sont 
elles-mêmes algébriques. Réciproquement, si la surface est algé- 
brique, ces deux courbes doivent Fêtre aussi; car soient (A*), (A*') 
deux positions de l’une d’elles. Il existe une translation qui amène 
(A:) en Appliquée à la surface, cette translation l’amène dans 
une position nouvelle où elle contiendra encore (A’^)- La courbe 
(A:'), étant l’intersection complète ou une partie de l’intersection 
de deux surfaces algébriques, sera donc algébrique. Ainsi : 

Pour obtenir toutes les surfaces algébriques, il faudra 
prendre pour les courbes (F), (Fj), ou pour les courbes (IL)^ 
(Kl) dont la translation engendre la surface, deux lignes 
algébriques. 

222. Proposons-nous maintenant d’obtenir toutes les surfaces 
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réelles; soient (U) une telle surface et p un quelconque de ses 
points réels; soient 

les équations qui définissent Tune des deux courbes minima de la 
surface passant parle point /?. La courbe conjuguée sera définie 
par les équations 

.r = .Vf:u 

OÙ B’, G' désignent les fonctions conjuguées de A, B, C. 
D'ailleurs elle se trouve évidemment sur la surface, passe par le 
point P et y admet une tangente qui est imaginaire conjuguée 
de la tangente à la première courbe. Elle est donc la seconde 
courbe minima de la surface passant par le point/?. Ce point étant 
admis, désignons par -0 les coordonnées du point les 

équations 

JT r-. A( n -î- j — J^o» 
y =B(n H-Bït;— yo, 

Z = t ) -4“ G^(v) — • Zq 

déterminent une surface minima qui contient les deux courbes 
précédentes et co'incide, par conséquent, avec la surface donnée 

(M). Si Ton augmente A, A' Y’ 
peut les écrire sous la forme plus simple 
a"= ÂU.H- A't-:), 

V= 

J = Cl f ) -ir G^( T )j 

A, A'; B, B'; C, G' désignant encore des fonctions imaginaires 
conjuguées. B'^'-ciproquement, il est évident que les formules pré- 
cédentes donneront toujours une surface réelle; car il suffit, pour 
obtenir des points réels, d y remplacer ^ et t par des imaginaires 
conjuguées. Ainsi : 

Pou?' obtenir toutes les sui'/aces j'éelles, on associera à une 
coui'be minima quelconque la courbe imaginaire conjuguée, 
qui est aussi minima. Le milieu de la droite qui joint un point 
quelconque de la première coui'be au point imaginaire con- 
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j ligué, nécessairement situé sur la seconde courbe, décrira une 
nappe réelle de la surface minima réelle la plus générale. 

223. Les raisonnements précédents laissent toutefois de coté 
une question dont l’examen offre quelque intérêt. Pour que le 
milieu de la droite qui joint deux points soit réel, il n'est pas 
nécessaire que les deux points soient imaginaires conjugués. Ne 
serait-il pas possible d’obtenir des nappes réelles en joignant les 
points de la première courbe à des points de la seconde qui ne 
seraient pas imaginaires conjugués des premiers. Les résultats 
obtenus au n*^ 220 donnent la réponse à cette question. 

En effet, soientM un point pris sur la première courbe <T i. No un 
point pris sur la conjuguée (F') (//o. 17), et soient N les 

Fig. 17 . 





points imaginaires conjugués de M, Nq, le premier se trouvant 
sur la seconde courbe et le second sur la première. Si le milieu 
de la droite MNo est réel, il coïncidera avec le milieu de NMo et, 
par conséquent, chaque point de la nappe réelle étant obtenu de 
deux manières différentes, il faudra, d’après les résultats du 
n° 220, que l’une des droites MMq, MN soit de grandeur et de 
direction constantes. Si cette propriété appartient à la droite MMo, 
la courbe (F) se déduira de (F) par une translation déterminée; 
nous avons déjà réserv’é (n° 220) cette hypothèse pour une dis- 
cussion spéciale et nous pouvons admettre ici que la droite dont 
la grandeur et la direction sont invariables est le segment MN. 
Comme la figure MNNqMo est un parallélogramme, la droite MN 
est égale et parallèle à sa conjuguée MqNo et elle est, par suite, de 
grandeur et de direction réelles. La courbe (F) sera donc une 
courbe périodique admettant une période réelle MN et il en sera 
de même de la courbe conjuguée (F'). La surface minima sera 
aussi périodique et pourra être soumise à la translation réelle 
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sans cesser de coïncider avec elle-mêrae. Quant au milieu p 

de irXo. il se déduira du milieu de MMo parla même translation. 
Par suite, en joignant seulement les points imaginaires conjugués, 
M, Mo par exemple, sur les deux courbes, on n’aura pas toute la 
partie réelle de la surface, mais on obtiendra du moins une portion 
de la surface dont on peut faire dériver toutes les autres en la 

MX 

soumettant à la translation 

22 i. Il nous reste à examiner Thypotbèse particulière, réservée 
dans les raisonnements qui précèdent, où les deux courbes (F), 
(Fl ' peuvent se ramener Tune à l’autre par une simple translation. 
Cette élude nous conduira à la notion importante et nouvelle des 
surfaces doubles, qui est due tout entière à M. Lie. 

Nous avons vu que Ton peut, dans la génération de la surface, 
substituer aux deux courbes (F), (F*) deux autres courbes (F'), 
(Fj) qui s’en déduisentrespectivement par deux translations égales 
et opposées. D'après cela, si nous désignons par(rf) la translation 
qui, dans le cas actuel, amène (F) à coïncider avec (Fi), nous 

pourrons imprimer à (F; la translation et à (F^) la trans- 
lation — (2 j' obtiendrons ainsi une seule et même courbe 

(D) qui remplacera à la fois (F) et (F|), en sorte que la surface 
proposée deviendra le lieu des milieux de toutes les cordes de 
cette courbe minima (D). 

Réciproquement, si une surface admet la génération précédente 
au moyen de la courbe (D), il résulte delà proposition démontrée 
au n'' 220 que Fon obtiendra tous les systèmes différents de 
courbes (F), (F^) au moyen desquels on peut engendrer la surface 
en imprimant à la courbe (D ) deux translations égales et opposées. 
Par suite, les courbes (F), (F|) relatives à tout système de géné- 
ration de la surface pourront toujours se déduire Fune de l’autre 
par une simple translation. 

Revenons à la génération de la surface au moyen de la courbe 
unique (D), elle permet de reconnaître que les deux courbes 
minima dont la translation engendre la surface sont identiques 
l’une à l’autre. Si l’on considère en effet une corde de la 
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courbe (D), les deux courbes minima de la surface passant par 
le milieu de cette corde sont les homothétiques de (D\ avec le 

même rapport de similitude par rapport aux points M, M^. 
Elles sont donc égales et peuvent être amenées à coïncider par 
une translation égale à ~ MMi , imprimée à l’une d'elles. Nous 

pouvons ajouter que les deux séries de courbes minima tracées 
sur la surface ne peuvent plus être distinguées l’une de l’autre et 
forment une seule famille composée de toutes les courbes que 
Von obtient en prenant les homothétiques de la courbe ifù) par 
rapport à chacun de ses points. Ces courbes sont évidemment 
tangentes à la courbe (D), chacune au centre d'homothélie qui 
lui correspond, et elles admettent cette courbe pour enveloppe. 
Mais, comme il en passe deux par chaque point de la sui'face, qui 
est ainsi engendrée deux fois, M. Lie a donné le nom de surfaces 
doubles à toutes les surfaces minima que nous étudions ici et que 
l’on peut caractériser, comme on voit, en disant qu’elles sont le 
lieu des milieux des cordes d’une courbe minima (D). 

Si la courbe (D) est définie par les équations 

la surface double correspondante le sera par le système 

ir = A(0~A('r), 

où i et T entrent symétriquement, en sorte que le même point de 
la surface correspond à deux systèmes difierents de valeurs de t 
et de T se déduisant l’un de l’autre par l’échange de ces deux va- 
riables. 

22o. La définition que nous avons adoptée permet de recon- 
naître qu’il existe des surfaces doubles réelles. Mais, pour faci- 
liter cette recherche, nous commencerons par examiner s’il existe 
des surfaces doubles qui soient le lieu des milieux des cordes de 
deux courbes différentes (D), (D'). 

Nous pouvons appliquer ici les résultats du n° 220 en consi- 
dérant (F) et (^^) comme confondues avec (D), (F') et (F^) 
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comme confondues a^ec (D'). il faudra que (D) puisse se déduire 
de (D' . par deux translations égales et opposées et, par conséquent, 
que (D) soit une courbe périodique. Réciproquement, si la 
courbe (D) est périodique, soit {d) la translation à laquelle on 
peut la soumettre sans qu'elle cesse de coïncider avec elle-même. 
On reconnaîtra aisément qu’en lui imprimant une translation égale 

seulement à ( - )^ on obtient une nouvelle courbe (D') qui donne 

la même surface que la première. 

Un raisonnement analogue montrera que, si un point quel- 
conque de la surface correspond à deux cordes différentes de la 
courbe TD i, cette courbe est nécessairement périodique. 

En dehors du cas exceptionnel où (D) est périodique, on peut 
donc affirmer qu’à chaque surface minima double correspond 
une seule courbe (D) et que les points de la surface qui sont les 
milieux de deux cordes ne peuvent former une nappe et se dis- 
tribuent tout au plus sur certaines lignes, nécessairement mul- 
tiples, de la surface. 

Ce point étant établi, proposons-nous de trouver toutes les sur- 
faces doubles réelles. Soit (D) la courbe au moyen de laquelle on 
peut engendrer la surface; on reconnaît immédiatement, en chan- 
geant i en — f, que la surface peut aussi être engendrée au moyen 
de la courbe imaginaire conjuguée (D'). Donc : 

Pour que la surface minima double soit réelle, il est né- 
cessaire que la courbe (D) coïncide avec sa conjuguée ou puisse, 
du moins, s^en déduire par une translation 

Réciproquement, supposons que la condition énoncée soit 
remplie. Si la courbe coïncide avec sa conjuguée, elle contiendra, 
en même temps que le point imaginaire M, le point imaginaire 
conjugué Mo, et le milieu de la corde MMq décrira une nappe 
réelle- • 

Si, au contraire, la courbe (D) ne coïncide pas avec sa conjuguée 
(D^), mais peut s’en déduire par une translation, la surface double 
correspondante à la courbe (D) pourra, si elle est réelle, être 
engendrée aussi au moyen de la courbe (D'), et la remarque faite 
plus haut nous apprend qu’elle sera nécessairement transcendante 
et périodique. Nous sommes ainsi conduits au résultat suivant : 
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Pour obtenir toutes les surfaces doubles réelles non pério- 
diques et, en pai'ticulier, toutes les surfaces doubles algé- 
briques, il suffit de déterminer toutes les courbes niinima qui 
sont identiques à leur conjuguée (**). 

226. On peut signaler d’abord une solution évidente du pro- 
blème ainsi posé. Considérons la développable circonscrite à une 
surface réelle quelconque, transcendante ou algébrique, et au 
cercle imaginaire de Tinfini. Cette développable sera, en général, 
indécomposable et, comme elle est définie par des équations 
réelles, son arête de rebroussement sera une courbe minima qui 
coïncidera avec sa conjuguée et donnera, par conséquent, naissance 
à une surface double réelle. 

Soit 

r;) F(U, V, W,P) = o 

réquation tangentielle homogène d’une surface réelle quelconque. 


(*) On peut ajouter les remarques suivantes relatives au cas où la courbe (D) 
peut être amenée par une translation à coïncider avec sa conjuguée. Si lu 
translation qui amène (D) en coïncidence avec (D') est réelle, la surface mmima 
correspondante le sera aussi. Soient en effet, a, 5, c les quantités réelles qui sont 
les composantes de la translation. A un point M(3r, y, -) de (D) correspond un 
point N de ( D') dont les coordonnées sont 

cc-k-a, y-k-b, z-k-c. 


Le point N', imaginaire conjugué de ce point, se trouvera évidemment sur la 
courbe (D) conjuguée de (D') et il aura pour coordonnées 

^0 “T" Jo "1" ^0 "f" 


désignant les quantités conjuguées de x, y, z. Il suit de là que le milieu 
de la droite MN' qui est une corde de (D) sera réel et décrira une nappe réelle 
de la surface. 

Si la translation qui amène (D) sur(D') est imaginaire, la surface ne sera pas 
nécessairement réelle. Considérons, par exemple, la courbe (D) définie par les 
équations 

a? = î cos t, 

5 = ÿ-Hot-j-pz. 

y -=.1 sm t. 


Cette hélice peut être amenée à coïncider avec sa conjuguée par une translation 
^ — a ^ f parallèle à l’axe des 2 . La surface lieu des milieux de ses cordes n’est 
réelle que si la constante p. est nulle. 
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L’équation d’un plan tangent au cercle de l’infini est 

(8) (I — M2)jr-T-llI*T-Z4*)7-^2U.= -4-2; = 0. 

Exprimons que ce plan est aussi tangent a la surFace, nous 
aurons Téquation 

(g) F[l — « 2 , 2 W, 2 ^] = 0 , 

ou plus simplement, en tenant compte de l’homogénéité, 


le symbole ^ désignant une fonction réelle quelconque. La valeur 
de ; tirée de cette équation sera la fonction J(ii) qui figure dans 
les formules (5). En changeant z en — z, on aura la fonction con- 
juguée/, ( u) et la surface minima correspondante sera pleinement 
déterminée. 

Supposons, par exemple, que l’on considère la développable 
circonscrite à la fois au cercle de l’infini et à la parabole dont 
réquation tangenlielle est 


On aura ici 
et, par conséquent, 


üî=WP. 

4zz/(k)=:(i-kS)* 


/(«) = 


(l— «2)2 

4a 




En substituant ces valeurs dans les formules (i8) [p. 289], on 
aurait les équations qui déterminent la surface. C’est la plus 
simple des surfaces minima doubles; elle a été découverte par 
M. L. Henneberg (*). Nous la retrouverons plus loin. 


227. On peut se placer à un autre point de vue dans la recherche 
des surfaces doubles et se demander, par exemple, à quelle con- 


(*) Hexnebehg (L.), Ueber solche Minîmalflâchenwelc/ie eine vorgeschriebene 
ebene Curve zur geodatischen Linîe liaben. Zùrich^ 1875. 

Ueber diejenige Minimaljlàche, welche die NeiVsche Parabel zur geodati- 
schen Linie kat ( Vierteljàhrschrift der Zürcher Naturf, Ges., t. XXI). 

Bestimmung der niedrigsten Classenzahl der algebraischen Minimalflàchen 
{Annali di Matematica, 2* série, t. IX, p. 54 ; 1877). 
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dition doiveDt satisfaire, si la surface est double, les fonctions 
de M. Weierstrass. Si nous considérons les deux 

courbes 




\i — U- u\ du, 
[i-T- u'^ U} du, 
fufn 


M U) du. 


• 2 ?= - 1 

' 1 1 — mJ ‘ -Tj. Ml f tlu 

2 J 

y=--J 

u\ »rfl< Ml ) du^ 


t r - 

I I Ui .fi(Ui,dUi, 


dont la translation engendre la surface, il faut exprimer que Tune 
d’elles se déduit de l’autre par une simple translation, c’est-à-dire 
que l’on peut prendre pour Ui une fonction de u permettant de 
satisfaire aux relations 

( 1 — { U } du = i I uf ^ li Ui I dUi, 

l(I -r- ) ^( U) du = — I— uj ) rfi» Ml I dUl, 

uJ{U)du=: Ml rfi( Ml I dUl, 


En divisant membre à membre, on trouve les deux égalités 

1 — u^ _ I ms ^ M 
1 — Mf““ l^ Mf 

qui donnent 



Si l’on porte cette valeur de Ut dans l’une quelconque des équa- 
tions précédentes, on obtient la relation 

(12) rfi(MijMf = — m 2 J(m), 

que l’on peut mettre aussi sous la forme 

^(«) — 

C’est la condition cherchée, et le raisonnement prouve bien qu’elle 
est suffisante. 

Si l’on applique un raisonnement analogue au cas où les deux 
courbes sont définies par leurs plans osculateurs 

(i — i(t-4 - mS)j-+-2M5 h- 2/(m) = 0 , 

(l— MÎ;a7 — HI-H Mf )j^-i-2Mi^-f-2/i(Mi; = o, 

D. — 1. 


23 
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on trouvera, en exprimant que ces deux plans coïncident^ les 

relations 


ri3'* 


I 



/( us _ fd ^ 

w Ml 


Le problème de la recherche des surfaces doubles est ainsi 
complètement résolu. 


228. Si Ton veut que la surface double soit réelle, il faudra que 
les deux fonctions /et ou soient conjuguées. On est ainsi 
conduit à une équation fonctionnelle dont la solution est d’ailleurs 
très facile. 

Posons en effet 


et désignons par 01 ( zz) la fonction conjuguée de ©(zz). On devra 
avoir 

Mettons en évidence la partie réelle P(zz) et la partie imagi- 
naire fQ(zz) de la fonction 0. Nous aurons 

— Q(-i) 

et^ par conséquent, 

Q(“) = ?(m) — 

les symboles p ex q désignant des fonctions réelles, d’ailleurs 
quelconques. On déduit de là, pour @(w), l’expression 


OU, plus simplement, 
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^ désignant une fonction imaginaire quelconque p(u)-\- iq{u) et 
la fonction conjuguée de o. 

On trouverait de même pour l’expression analogue 


/i5) 


ttS — o(k) — Oj 



En s’appuyant sur les résultats précédents, on peut démontrer 
que le procédé indiqué au n° 226 donne la courbe minima la plus 
générale coïncidant avec sa conjuguée. Prenons en ejffet l’équation 
du plan oscillateur de cette courbe sous la forme 

+2j-4-aç(K)-t-ao, =0. 


OÙ l’on a remplacé f{u) par sa valeur tirée de l’équation (i4)- En 
identifiant l’équation précédente avec celle d’un plan quelconque 

on trouve 


IL± {y - _ i 

aW "■ zz’ 


U - iX 
aW 


= K, 


£ 

\v 





et, par conséquent, 


P 





“h Oj 



Celte équation définit évidemment une surface réelle à laquelle 
sera circonscrite la développable, enveloppe des plans osculateurs 
de la courbe considérée. 


229. Jusqu’ici nous avons employé les formules de M. Weier- 
strass, qui sont parfaitement appropriées à l’étude des surfaces 
réelles. Dans la théorie des surfaces doubles, où il s’agit de com- 
parer les deux courbes minima dont la translation engendre la 
surface, il sera avantageux de représenter les deux courbes mi- 
nima de la même manière et de les considérer respectivement 
comme les enveloppes des deux plans 

(l — -+- 2f(u) =0, 

(l —ul)x i(^ï-hU^)y-h2UiZ -h 2 /i (Ml) = O. 
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Alors les deux plans seront parallèles si Ton a == w, et les deux 
courbes seront identiques si l’on a 

Les formules qui définissent un point de la surface seront les 
suivantes (*) 

«) -H «/'(«)- A « 1 
-H — “iA(**i) /i(î‘i)i 
y = — iuf'(u) + iA«J 

'*■ ' ( “» ) “ *“» A ( «1 ) -*- */i ( «1 • 

et le plan tangent aura pour équation 

il") (l — UUi) \ -h l(l -f* Wttj[)Y •+“ (lù Ui)X -h ^ =0, 

5 ayant pour valeur 

Il8) Ç = a/(M)H-a/i(Mi) — (M — Mi)[/'(w)-/i(Wi)l. 

C’est l’équation de la surface écrite dans le systènae (a, p, Ç) qui 
a été défini et étudié aux n®* 164, 166. Elle se prête de la manière 
la plus simple à Tétude des surfaces doubles. 

Dans ce cas, nous venons de le voir, on aura 

ug) /(“)=/i(w)» 

et, par conséquent, ç sera une fonction symétrique de u et de 
Réciproquement, exprimons que Ç est une fonction symétrique 
de U et de w*. Nous devrons avoir 

a/( M ) -H 2/1 ( Ml ) ~ ( « — M, ) [/' ( Z 4 ) — /' ( Kl )] 

Posons 

/(“)—/ i ( m ) = 26(14), 



(*) Ces formules sont, aux notations près, celles qui ont été données par 

Bjôrling dans le Mémoire analysé plus haut [p. 279]. 
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réquatîon précédente ne contiendra plus que et deviendra 
20(z£) — 2 Ô(Mi) — (m — -f- 

La seule fonction satisfaisant à cette équation est un polynôme du 
second degré, mais il est inutile de la rechercher. Car, si l’on in- 
troduit la notation 

/fa') — ÔTa) =/i(a)-{- Ô(a) = o(a), 

l’expression de ç devient 

? = 20f o(Ui) — {u — Ui)[o'(u) ~ O'(z^i)], 

et nous trouvons l’équation tangentielle d’une surface double, qui 
correspond à la fonction o(îz). Nous pouvons donc énoncer la 
proposition suivante : 

Si Von emploie le système de coordonnées tangentielles dans 
lequel on écrit V équation dhin plan sous la forme 

(20) ( I — atp )X 2 (1 - 4 - 2t^)Y = 

V équation tangentielle des surfaces minima sera 

( 21 ) e=2/(a) + 2/i(?J~(a~P)[/(a)-/;(^)]. 

La condition nécessaire et suffisante pour que la surface soit 
double est que 1 soit une fonction symétrique de a et de p. 

230. Nous sommes ainsi conduits à étudier d’une manière géné- 
rale la distinction que l’on doit établir entre les surfaces dont 
l’équation tangentielle est symétrique par rapport à a et à p, et 
■celles dont l’équation n’est pas symétrique par rapport à ces va- 
riables. 

Envisageons une surface algébrique quelconque, représentée par 
l’équation tangentielle indécomposable 

(22) F (U, V, W, P) = o; 

si l’on y remplace U, V, W, P par leurs expressions en a, p, 
on aura l’équation 

F[i — «p, ï(n-aP), a+p, $1 = 0, 


(23) 
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qui est STmétrique en a et Mais il peut arriver que, l’équa- 
tion (22) étant indécomposable, il n’en soit pas de même de la 
précédente. 

Supposons, en effet, que l’équation (22) se présente sous la 
forme 


(24) /"“(U, V, W, P) - (Ü2 4- -4- W2) o2( ü, V, W, P; = O, 

l'équation (28) deviendra 

/?ra, P, 0 = 0 


et se décomposera dans les deux suivantes 

/i,a, P, 0 = 0 , 

P,S) = o, 


qui ne sont plus symétriques, mais qui se ramènent l’une à l’autre 
quand on échange a et p. Elles donnent, l’une et l’autre, tous les 
plans tangents de la surface, mais avec des sens opposés pour la 
normale. 

Réciproquement, considérons une surface définie par l’équation 
( 25 ) /(«,P,l) = o, 


irréductible par rapport à Si cette équation n’est pas symétrique 
par rapport à a, on sera conduit, avec les variables U, V, W, 
P, à une équation tangentielle de la forme (24) qui permettra 
d’exprimer le radical y/U=* - 1 - -h en fonction rationnelle de 
Ü, V, W, P ou, ce qui est la même chose, des coordonnées du 
point de contact. 

Si, au contraire, l’équation (nS) est symétrique par rapport 
à a et à P, il sera impossible d’exprimer rationnellement le radical 
en fonction de U, V, W, P. Si l’on avait, en effet, 


(26) 


/ünjTvnrws 


/(U,V.W,P) 

cp(U,V,W,P)’ 


nous trouverions, en remplaçant U, V, W, P en fonction de a, 

.8, 5 , 


f^ el çi étant sj-métriques en a et p. Or il est impossible que 
celte équation soit vérifiée par les valeurs de Ç racines de l’éqiia- 
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tion irréductible proposée, à moins que ces racines n’annulent à 
la fois etOi, Alors la valeur du radical donnée par l’équation 

(26) se présenterait constamment sous la forme ^ et cette équa- 
tion n’aurait aucun sens. 

En appliquant ces remarques aux surfaces minima, nous obte- 
nons la proposition suivante : 

Pour quhine surface minima soit simple, il faut et il suffit 
que son équation tangentielle puisse être ramenée à la forme 
(24); elle est déterminée par une équation en coordonnées 
ponctuelles f{x,y, = 0, il faut et il suffit que les deux dé-- 
terminations du radical 

-v/iRIFW 

soient des fonctions distinctes Vune de Vautre, dest-à~dire 
que le radical soit un carré parfait. 

Considérons, par exemple, l’alysséide qui est définie par l’é- 
quation 

4 

On a ici 

A =±: y/ 407* — e” « ) =ih ^ -l- e” «) • 

L’alysséide est donc une surface simple. 

Nous pouvons maintenant compléter les remarques présentées 
au n° 192 sur la représentation d’une surface minima par les for- 
mules de M. Weierstrass. Bornons-nous, pour plus de netteté, 
aux surfaces réelles. Nous avons vu qu’à une même surface on 
peut faire correspondre deux fonctions différentes 

ffW et 

Les résultats obtenus au n° 227 nous montrent que ces deux fonc- 
tions ne seront pas distinctes, dans le cas des surfaces doubles, ou, 
plutôt, ce seront deux branches différentes d’une même fonction. 
Si, au contraire, la surface est simple, ces deux fonctions serotiL 
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irréductibles l’une à l’autre et nous aurons deux fonctions diffé- 
rentes d'une même variable imaginaire se rapportant à la même 
surface. Ces deux fonctions coiTespondront aux deux courbes 
minima distinctes dont la translation peut engendrer la surface. 

231. C'est ici le lieu de présenter quelques remarques sur les 
surfaces dont l’équation tangentielle est delà forme 
çS_,U*-VS-r-WS)'{-2 = 0. 

Le radical ^ V-* -f- W- étant une fonction rationnelle de U, 

V, W, P et, par conséquent, des coordonnées du point de con- 
tact. on voit qu’il est possible d’attribuer aux normales en tous 
les points de ces surfaces un sens bien déterminé. Si l’on prend, 
par exemple. 

* U 6 Wà 

O ^ O ^ ç ’ 

j>our les cosinus directeurs de chaque normale, et si l’on décrit 
sur la surface un chemin quelconque pour revenir au point de 
départ, on y re\dendra toujours avec les mêmes valeurs pour les 
cosinus directeurs. En d’autres termes, il sera possible de distin- 
guer analytiquement deux côtés de la surface. C’est ce qui 
arrive, par exemple, dans le cas de la sphère ou dans celui de la 
surface de quatrième classe déjà considérée au n° 1S9. 

Supposons, au contraire, qu’il soit impossible d’obtenir pour 
+ V- une expression rationnelle en fonction des coor- 

données, soit ponctuelles, soit tangentielles ; les cosinus directeurs 
de la normale, 

U V \v 

y/ L'â — V2 -t-\V2 ’ ~V2~W2 ’ ’ 

changeront certainement lorsqu’on suivra sur la sur- 

face un chemin réel ou imaginaire convenablement choisi. 
Seulement il y a lieu, dans ce cas encore, de faire une distinction 
très essentielle. Pour certaines surfaces telles que l’ellipsoïde, le 
paraboloïde, les hyperboloïdes, si l’on revient au point de départ 
après avoir parcouru un chemin réel quelconque, on retrouvera 
toujours le même sens pour la normale. En d’autres termes, si 
1 on imagine une petite sphère parcourant le chemin considéré, 
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elle se trouvera, au retour, du même côté de la surface qu'au 
départ. Môbius a remarqué le premier qu'il existe un grand nombre 
de surfaces telles que le sens de la normale se trouve changé quand 
on revient au point de départ après avoir parcouru un chemin 
réel convenablement choisi. Bornons-nous, pour plus de simpli- 
cité, à considérer les surfaces algébriques. II faut évidemment, 
pour que la circonstance précédente se présente, que la surface 
ait des lignes rnultiples réelles. 

Considérons, en effet, la surface parallèle à la proposée, ob- 
tenue en portant sur les normales des longueurs infiniment petites 
égales à [jl. Tant que _j_ V- H- ne sera pas un carré par- 
iait, les deux nappes dont se compose cette surface ne constitue- 
ront analytiquement qu’une seule surface et, si l’on considère les 
deux points 77z, m', situés sur la normale en un point M de la sur- 
face donnée, il sera toujours possible de suivre sur la surface pa- 
rallèle un chemin réel ou imaginaire qui conduise de m à Mais, 
si ce chemin est entièrement réel, la fonction 

qui, égalée à zéro, donne l’équation de la surface proposée, aura 
évidemment changé de signe quand on passera de m à m! , Comme 
ce chemin est parallèle à une nappe de la surface, il faudra né- 
cessairement qu’il en traverse au moins une autre et, par con- 
séquent, que la surface proposée ait une ligne multiple ou, au 
moins, un point multiple. 

Il est remarquable que la surface la plus simple possédant une 
ligne multiple jouisse de la propriété singulière que nous étudions 
ici. Cette surface est la surface réglée du troisième ordre dont 
nous indiquons ici la forme i8). Si l’on part du point m en 
suivant le chemin mkl)xsrm^ on reviendra au point dè départ 
après avoir changé de côté ( * ). 


(') Cet exemple nous avait été indiqué par H. -S. Smith, professeur Savilien à 
Oxford, dont tous les géomètres déplorent la mort prématurée. Les différentes 
surfaces réglées du troisième ordre sont les transformées homographiques de celle 
qui est représentée par Téquation 

La fîgure se rapporte à la surface dont Téquation est 

— < 5 ) = 
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A cet exemple si simple d’une surface réelle rC ayant pas de 
côté on peut en ajouter beaucoup d’autres très généraux. 

Prenons, par exemple, une courbe fermée réelle (K) choisie de 
telle manière qu'elle admette seulement un nombre limité de cou- 
ples de tangentes parallèles. Si Ton part d’un point quelconque A 
de cette courbe avec un sens déterminé pour la tangente, la loi de 
continuité déterminera le sens de cette droite pour tous les autres 


Fîg. i8. 



points de la courbe. Par conséquent, si a?, z sont les coordon- 
nées d’un point de la courbe, ^ seront des fonctions 

parfaitement déterminées en chaque point réel de la courbe. 
Soient maintenant M, M' deux points quelconques de la courbe et 
prenons le lieu des milieux de la corde MM'. La normale au point 
milieu de MM' aura pour cosinus directeurs 

dy ds’ dz dy dz dod dx dd dx dy' dy dx' 

ds dd ds dd ds dd ds ds' ds 37 3F 37 

5 ’ I ’ Â ’ 

A désignant la quantité 

A —4 / / dx dx' dy dy ^ dz dz^Y 

“ y ^ \ 3s 3s' 3a* 37 ^ 37 / ’ 

que nous prendrons, par exemple, avec le signe +. Faisons main- 
tenant tourner la corde MJVF, de manière que M vienne en M' et 
M' en M, mais en évitant, ce qui est toujours possible, la coïnci- 
dence de M et de M' et aussi les positions de la corde en nombre 
limité, pour lesquelles les tangentes en M et en M' sont parallèles. 
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Nous sunTons sur la surface lieu des milieux un chemin réel pour 
chaque point duquel le plan tangent sera Lien déterminé et, 
quand nous reviendrons au point de départ, Téchange de M et 
de W aura fait changer le signe des cosinus directeurs de la nor- 
male (^ ). 

232. Considérons maintenant une surface minima double alg'é- 
brique ou du moins non périodique ^ et soit 

(l — i(l -f- u'i = O 

réquation du plan osculateur de la courbe minima au moyen de 
laquelle s’engendre la surface. Soient M, M^ deux points de cette 
courbe. Le milieu m de la corde MM| décrira la surface consi- 
dérée. Soient U et les valeurs du paramètre u relatives aux 
points M et M^. Les cosinus directeurs de la normale en /«auront 
pour expressions 

I — llUi . I UUi U lii 

, I , , 

U — Ui U — Ml M — Ml 

et ils ne seront réels (n® IS) que si l’on a 


u^ étant l’imaginaire conjuguée de u. De plus, dans le cas qui 
nous occupe, où la surface n’est pas périodique, il faudra, pour 
que le point m de la surface soit réel, que l’on associe à la déter- 
mination fo(u) de /{u), relative au point M, une détermination 
/o(Wi) de complètement définie par cette condition que le 

point Ml soit imaginaire conjugué de M. Ainsi, à chaque système 
de valeurs de u et de f{u) correspond un point réel de la sur- 
face et un seul. 

Faisons maintenant varier u de telle manière qu’il devienne (*) 


(*) On rapprochera les remarques que nous avons présentées dans cet article 
de celles que Laguerre, notre regretté confrère et ami, a développées dans une 
suite de travaux intéressants sur la Géométrie de direction, ( Voir, en particulier, 
le Mémoire Sur la Géométrie de direction publié en 1880 dans le tome VIII du 
Bulletin de la Société mathématique de France, p. 196, et dilTérents articles 
insérés dans les Comptes rendus en 1881, 1882 et i 883 .) 
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égal à Ui et choisissons, en outre, pour cette variable complexe, un 
chemin tel que la détermination primitive /o(«) de/(w) devienne 
égale à la détermination primitive /o(2«i ) de /(wi ). Le point M de 
la courbe minima sera venu coïncider avec le point imaginaire 
conjugué M] et, par conséquent, le point Mi sera venu en M. On 
reviendra donc au même point m de la surface minima. D’ailleurs, 
dans le chemin réel que Ton aura suivi sur la surface, les cosinus 
directeurs de la normale auront varié d’une manière continue ; car 


on n’a jamais 
c’est-à-dire 


U = Kl, 

= O. 


Quand on reviendra au point de départ, on aura échangé les 
valeurs de u et de U{ ; les cosinus directeurs de la normale auront 
changé de signe, comme le montrent les expressions données plus 
haut de ces cosinus, et l’on se trouvera sur le côté opposé à celui 
d’où Ton était parti ('). 


( * ) ScniLLixG, Die Minimalflàchen fûnfter Klasse mit dem Stereoscop-Bild 
eines Modells derseîben^ Gcettingue, 1880. 

Cet intéressant travail contient non seulement une démonstration de la propo- 
sition que nous venons d'établir, mais encore une étude très détaillée de la sur- 
face de M. Henneberg. M. Schilling en détermine Tordre, la classe, les singula- 
rités principales et il montre qu*elle est le lieu des milieux de la courbe minima 
définie par les équations 




Elle correspond à la valeur 




de la fonction de M. Weierstrass. Gela nous conduit à signaler les surfaces doubles 
correspondantes à la valeur plus générale 




où P désigne un nombre impair. 
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CHAPITRE VIL 

LES SURFACES AIUTIMA ALGÉBRIQUES. 

Détermination de la classe et de Tordre de la surface minima algébrique engendrée 
par la translation de deux courbes minima données. — Application au cas par- 
ticulier où la fonction f{u) est rationnelle. — Détermination de la surface mi- 
nima réelle, simple ou double, de la classe la moins élevée. — Points à Tinfîni 
des surfaces minima. — La section de la surface par le plan de Tinfini se com- 
pose exclusivement de droites simples ou multiples. — Points multiples à dis- 
tance Unie. — Surfaces minima à point conique. 


233. Après avoir exposé, en suivant les méthodes de M. Lie, la 
solution des problèmes les plus élémentaires de la théorie, nous 
allons indiquer comment cet éminent géomètre a déterminé l’ordre 
et la classe d’une surface minima algébrique^ lorsqu’on suppose 
données les deux courbes minima dont la translation peut engen- 
drer la surface. 

La détermination de la classe repose sur le théorème suivant, 
qui est un cas particulier d’une pi'oposition générale déjà énoncée 
au n° 84 et relative aux surfaces engendrées par la translation 
d’une courbe invariable. 

La développable circonscrite à la surface en tous les points 
del une des courbes minima dont la translation engendre cette 
surface est un cylindre dont les génératrices vont rencontrer 
le cercle de V infini. 

Soient (y) la courbe minima donnée, m un de ses points et (y^) 
la seconde courbe minima de la surface passant par le point m. 
La tangente enmk (y< ) est une des génératrices du cylindre cir- 
conscrit suivant (y). 

Ce point étant rappelé, considérons le cône circonscrit à la sur- 
face ayant pour sommet un point quelconque [jl du cercle de l’in- 
fini; soit [jLTn une génératrice du cône, tangente en 7n à la surface. 
II passe en m deux courbes minima de la surface (y), (yi) dont 
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Tune, que nous désignerons par (yi ), est tangente à [X7?z; et 
il résulte du théorème précédent que la développable circonscrite 
à la surface suivant (y) est un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à c’est-à-dire un cône de sommet p.. Donc : 

Le cône circonscrit à la surface minima, ayant son sommet 
en un point quelconque du cercle de Vinfini, se décompose en 
cônes plus simples dont chacun est circonscrit à la surface sui- 
çant une courbe minima. 

Ce point étant admis, commençons par considérer une surface 
simple et soit jjl un point du cercle de l’infini. Désignons par (K) 
et (K') les deux courbes différentes dont la translation peut en- 
gendrer la surface. Les génératrices du cône circonscrit suivant 
une des positions de (K^) sont tangentes aux diverses positions 
de la courbe (R). Le nombre des cônes de sommet p, circonscrits 
chacun suivant une des positions de (K')? sera donc égal au nombre 
des tangentes que l’on peut mener du point [jl à l’une des positions 
de la courbe (R). Ce nombre, que nous désignerons par M, est 
éndemment l’ordre de multiplicité du cercle de l’infini sur la dé- 
veloppable formée par les tangentes de (K). Il y a donc M cônes 
de sommet ;jl circonscrits suivant une des positions de (K') et 
M' cônes de même sommet circonscidts suivant une des posi- 
tions de (R); M et M' désignant les ordres de multiplicité du 
cercle de Vinfini sur les développables formées par les tan- 
gentes aux deux courbes. La classe de la surface sera celle 
de cet ensemble de cônes. 

Envisageons l’un des cônes circonscrits suivant une position de 
(K'), par exemple, et soit [d) une droite quelconque passant par 
le sommet |jl de ce cône. Pour qu’un plan tangent à ce cône con- 
tienne la droite (rf), il est nécessaire et suffisant que la tangente à 
la courbe (K'), menée au point de contact de ce plan et de la 
surface minima, rencontre la droite {d) en un point situé à dis- 
tance finie. La classe du cône est donc égale au nombre des tan- 
gentes de (K') qui viennent rencontrer la droite (rf) à distance 
finie. Or ces tangentes forment une développable dont l’ordre, 
que nous désignerons par R^, a reçu, comme on sait, le nom de 
rang de la courbe. Cette développable est déjà coupée par la 
droite {d) au point p, qui est multiple d’ordre M'. Elle rencontrera 
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donc la droite (rf) en R' — M' points à distance finie et, par suite, 
la classe du cône considéré sera 

On trouvera de même R — M, R étant le nombre analogue à R^, 
pour la classe du cône circonscrit suivant une position de la 
courbe (K). La classe de la surface, c’est-à-dire celle de l’en- 
semble des cônes définis précédemment, sera donc 

ar(R-Mi. 

Tel est le nombre obtenu par M. Lie. 

Dans le cas où la surface minima est double, il n’y a plus lieu 
de distinguer deux séries de cônes circonscrits et la classe devient 
égale à 

M(R — Mj, 

les nombres R et M se rapportant à la courbe unique dont la 
translation engendrera deux fois la surface. 

Si la surface est simple et réelle, les deux courbes dont la trans- 
lation engendre la surface sont imaginaires conjuguées. On a évi- 
demment 

W = M, B! = R, 
et la classe de la surface sera 

2M(R — M). 

On voit que toutes les surfaces minima réelles dont Pordre est 
premier ou impair sont nécessairement doubles. 

Nous signalerons une relation d’inégalité à laquelle satisfont les 
nombres R et M relatifs à toute courbe minima. La développable 
formée par les tangentes à cette courbe est coupée par une droite 
située à l’infini en deux points au moins, qui sont situés sur 
le cercle de l’infini et sont multiples d’ordre M. On a donc 

(i) B>M, R--]VI>M. 

Il résulte de cette inégalité que, dans l’expression M(R — M) 
de la classe d’une surface double, le plus grand facteur ne peut être 
que R — M. Si la classe est un nombre premier /?, on aura néces- 
sairement 


M = I, 


R— M=i?, 
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ce qui donne 

R =/) -i- 1. 

234. Passons maintenant à la détermination de l’ordre de la 
surface, qui se fait d’ailleurs d'une manière moins précise. Nous 
couperons la surface par une droite (d) assujettie à la seule con- 
dition de ne pas rencontrer la surface à l’infini. Supposons d’abord, 
pour plus de netteté, que cette droite ait été choisie pour axe des 

Ses points d’intersection avec la surface seront déterminés par 
les deux équations 

A( ; » — Airr: » ~ O, 

Bu I -T- = O. 

Si l’on construit les deux courbes planes définies par les 
équations 

(v; a7 = A(Z\ J = B(0 

et 

(v) — Ai(t), r = 

le problème sera ramené à la recherche de ceux de leurs points 
communs qui sont à distance finie. Soient (K) et (K') les deux 
courbes dont la translation engendre la surface. La courbe (y) 
sera la projection de (K) sur le plan des (y') sera lasymétrique, 
par rapport à l’origine, de la projection de (K') sur le même plan. 
Les ordres de (y) et de (y) seront les mêmes, en général, que 
ceux de (K) et de (R^- Si donc nous désignons ces ordres par m et 
m/j le nombre des intersections cherchées, égal à l’ordre de la 
surface, sera, en général, 

mm!. 

Toutefois, si les courbes (K) et (R^) ont des points communs à 
l’infini, il en sera de même de leurs projections. Soit co le nombre 
des points à l’infini que l’on déterminera par les méthodes con- 
nues ( ' ). Dans ce cas l’ordre de la surface sera 

TTlTTl' — O). (*) 


(*) Voir, en particulier, les différents travaux de M. Halphen insérés dans le 
Bulletin de la Société mathématique de France, le Journal de Liouville et 
la traduction française des Courbes planes de M. Salmon. 
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Enfin, si la surface est double, chaque point de la surface corres- 
pondra à deux systèmes de valeurs de ^ et de 7 , car les véritables 
paramètres de chaque point sont les fonctions symétriques 
tz (n° 224). Le nombre précédent devra être réduit de moitié et 
Tordre aura pour expression 

-( mm — O)). 

Si Ton veut éviter le changement d’axes, qui consiste à prendre 
pour axe des z la droite donnée, on écrira les équations de cette 
droite sous la forme 

œ = mz~\-p, 

et Ton sera conduit à considérer le système 

A(^)-h Ai('ü) = 77i[G(if)-+- Gi(v;] 

B ( ï ) -h Bi ( t) = 71 [C( ^ Cl ('c')] -1- 

c’est-à-dire à déterminer le nombre des points d’intersection 
des deux courbes. 

(a) x^k{i) — 77iG(^)— /?, = B(f) — 7 îG(?) — gr 

et 

(3) 77iGi('c) — AiC-r^ y = 72Ci(t) — Bj ( t). 

Les résultats précédents, relatifs à Tordre et à la classe, peuvent 
être vérifiés dans chacun des exemples que nous avons étudiés. 
Considérons, par exemple, la surface d’Enneper. Les courbes (K) 
et ( K') sont ici des cubiques gauches définies par les équations 

ip = 3a — u^, 
y^ài i(3a -h a®), 

5 = 3 M®. 

On a 


M' = M = I, R=R' = 4, 771 = 77T = 3, U) = o. 

La surface est simple, d’ailleurs; son ordre sera 9 et sa classe 6 , 
comme nous Tavons déjà reconnu (n° 207). 

23S. M. Lie a fait une application détaillée des méthodes pré- 
D. - I. 
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cédentes aux surfaces engendrées par des courbes minima dont les 
tangentes forment une développable contenant une seule fois le 
cercle de l’infini. 

Si l’on prend l’équation du plan osculateur à la courbe minima 
sous la forme 

<4 (I — w- » J* -r H- U^\v 2f( Z/) = O, 

f{u)‘, étant ici une fonction algébrique de i/, sera déterminée par 
une équation de la forme 

F[/(zz),z/] = o. 


Le degré de cette équation par rapport à /(«) donne évidem- 
ment l’ordre de multiplicité du cercle de l’infini sur la développable 
dont la courbe minima est l’aréte de rebroussement. Dans le cas 
que nous voulons étudier, celte équation sera donc du premier 
degré et f(u) sera une fonction rationnelle de u. Les résultats 
obtenus au n“ 198 en ce qui concerne la transformation des coor- 
données nous montrent d’ailleurs que, si les axes sont quel- 
conques, le degré du numérateur de f{u) sera supérieur de deux 
unités seulement à celui du dénominateur. On pourra donc poser 


(5) /(zz) = az^s-i- Y 


2 ^1 n 




(zz— a,)" 


U — a/ J 


les termes du second degré n’auront aucune influence sur le ré- 
sultat et peuvent même être supprimés si l’on imprime à la courbe 
une translation convenablement choisie. 

Si l’on substitue cette valeur de f{u) dans l’équation (4), on voit 
qu’il passera, par chaque point de l’espace, des plans tangents de 
la développable en nombre égal à 

<6) G = Sm/-i-2. 


Ce nombre est la classe de la courbe : son expression ne nous est 
pas nécessaire, mais elle interviendra pour simplifier les formules. 

Si l’on substitue les valeurs de /(m), /'(m), f"{u) dans les for- 
mules (5) [p. 342] qui donnent les coordonnées y, z d’un 
point de la courbe, on reconnaît immédiatement que les termes en 


I I 
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fièrent dans les expressions de z. La courbe est donc uni- 
cursale, et le degré du dénominateur commun de a:, j', z sera 

Sm/-î-2gr, 

q étant le nombre des racines a/. Comme les numérateurs de 
r, z sont de degrés égaux ou inférieurs à celui du dénominateur 
commun, l’ordre O de la courbe minima sera 

(7) O = 2^ = G -h — 2. 

Proposons-nous maintenant de déterminer le rang de la courbe, 
c’est-à-dire le nombre des génératrices de la développable qui ren- 
contrent une droite donnée. 

Une génératrice de la développable est définie par les deux 
équations 

(i— ü^)x-\~ ï(n- u^)y-^:i.uz -t- 2 /( u) = 0, 

— ux -h iuY z -4- f{u) =0. 

Si Ton exprime qu'elle rencontre une droite donnée par les 
équations 

Ca:* - = B', AA' -f- BB' n- CG' = 0, 

A7-B:r = G', 

on est conduit à une équation de la forme 

A[|I — + 2M/(zO] h- Bi[(i-f- zzS)/(m) — 2ZZ/(tt)] 

h-2G[m/'(m) — /(m)] -t- A'^(i-- — B'( 1 4 - W*) -h 2iG'M = O, 

dont le degré donnera le rang cherché. Il suffit de se reporter à 
l’expression de f{u) pour reconnaître que ce degré est 

( 8 ) R = S Tïiî H- q H- 2 = G -f- q . 

Telles sont les formules qui font reconnaître les deux nombres 
dont dépendent l’ordre et la classe de la surface minima. 

236. Proposons-nous, par exemple, de déterminer, parmi les 
surfaces que nous étudions, celles qui ont la classe la plus faible. 

Supposons d’abord qu’il s’agisse de surfaces simples. La classe 
sera égale à 


2[S7n/-H q -h i]; 
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q elm étant au moins égaux à i , il faut prendre 


on aura donc 


^ r= = I ; 

f[u)= — !- azfS-- S mh- Y. 

^ ^ U ^ a 


C’est la valeur de /(w) qni correspond à la surface d’Enneper. 
Si l’on veut obtenir les surfaces de huitième classe, il faudra 

gr = 3. 



Cette équation admet Tunique solution 

gr = 1 , 7?2i = 2, 


qui donne 


= Y. 


L'ordre de la surface correspondante sera i6. 


237. Proposons-nous maintenant de rechercher les surfaces 
doubles réelles les plus simples. L’équation à laquelle satisfait la 
fonction /(ii)(n^ 227) 



nous montre que, dans ce cas, à chaque infini ai correspondra un 
infini — ^ de même degré de multiplicité, désignant la conju- 
guée de ai. Les nombres mi étant deux à deux égaux, la somme 
Hmi sera paire, ainsi que le nombre g. 

La classe 

S rti -4- q -j— I 

sera donc toujours un nombre impair et, comme on a évidemment 

la classe sera au moins égale à 5. La surface double réelle la 
plus simple correspond donc à l’hypothèse 


Sr=2, 


TTlj = 7ni = i. 
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On obtient ainsi, nous allons le reconnaître, la surface de 
M. Henneberg. 

Au reste, on peut obtenir très simplement sous sa forme la plus 
générale la valeur de f{ü) qui correspond aux surfaces doubles 
réelles. 

Nous avons vu, en effet, qu'à chaque infini ai correspond un 

infini — “• Choisissons dans chaque groupe, d’une manière arbi- 

traire, l’un des infinis ai^ — ^ réunissons tous les termes qui 

correspondent à ces infinis. Si nous désignons par l’ensemble 
de ces termes, la fonction 

F(“) =/(«)— 

OÙ désigne la conjuguée de satisfera encore à l’équation fonc- 
tionnelle qui caractérise les surfaces doubles 

“ — ZI ’ 

U 

mais, comme elle ne contient plus les infinis «/, elle ne pourra 
pas contenir non plus les infinis — ^ et se réduira, par conséquent, 

à un polynôme du second degré que déterminera l’équation fonc- 
tionnelle précédente et qui sera de la forme 

a(i — ü^) H- ib(\ ■+■ u^) -h 2CK, 

a, i, c désignant trois constantes réelles. On pourra le faire dis- 
paraître, si l’on veut, par une translation réelle et l’on aura, dans 
tous les cas, l’expression 

f{u) = tp(M) — M*©! H- a(l — U^) -h 16(1-4- mS) -H2CM, 

qui définira toutes les surfaces doubles réelles. 

Dans le cas de la surface de M. Henneberg, on peut, en choi- 
sissant convenablement les axes, prendre 


<?(«)= 2, 
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a étant réel, et l’on aura 

Si Ton applique à cette surface les méthodes indiquées plus 
haut pour la détermination de Tordre, on reconnaîtra sans diffi- 
culté que les courbes désignées au n" 233 par (y), (Y^ ) sont ici 
symétriques Tune de Tautre par rapport à Torigine et qu’elles sont 
de Tordre 6. Les points à Tinfini étant des points simples d’in- 
tersection, il restera 3o points d’intersection à distance finie et 
Tordre de la surface sera, par suite, égal à i5. 

238. Considérons une courbe minima (K), pour laquelle on 
connaît les nombres R, M. Si on la transforme par inversion, on 
obtiendra une nouvelle courbe minima (K 4 ); soient R^ et les 
nombres relatifs à cette courbe. 

Une droite {d) rencontrant le cercle de l’infini coupe la dévelop- 
pable formée par les tangentes de (K) en R — M points. L’inver- 
sion transforme la droite (rf) en une droite (c/^) rencontrant 
également le cercle de Tinfini; elle transforme la développable 
formée par les tangentes de (K) dans la développable formée par 
les tangentes de (K^ ). On aura donc 

D’autre part, considérons un cercle passant par le pôle de l’in- 
version; il coupera la développable formée par les tangentes de 
(K) en 2 R points; deux de ces points sont sur le cercle de Tinfini 
et comptent chacun pour M ; enfin d’autres, en nombre que nous 
désignerons par û, sont confondus avec le pôle. Le cercle coupera 
donc la développable en 

aR — uM — Q 

points à distance finie et ne coïncidant pas avec le pôle. 

Si Ton applique maintenant l’inversion, le cercle se transforme 
en une droite quelconque et le nombre précédent devient le rang 
de la courbe (Ri ). On a donc 

Ri = aR — aM — û. 

La valeur de R^ sera, dans tous les cas, positive et supérieure à 
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quatre, car il n’existe pas de courbe dont le rang soit inférieur à 
ce nombre ; ü est nul si le pôle est quelconque, mais il devient 
égal à deux si ce pôle a été pris sur la courbe (K). On a donc, 
dans tous les cas, 

2R — 2JVI — 2^4 
ou 

R — ]M> 3 . 

Cette inégalité met en évidence les résultats suivants, qui sont 
dus à M. Lie. 

La classe d’une surface minima simple 

]\I(R' — M'( R- M) 


est au moins égale à 

c’est-à-dire au moins égale à 6. Parmi les surfaces simples, la 
surface d’Enneper est donc celle dont la classe est la plus faible. 

La classe d’une surface minima double 

M(R — M) 

est toujours supérieure à SM, c’est-à-dire à 3. 

Si l’on considère une cubique gauche qui soit une courbe mi- 
nima, elle donne effectivement une surface double de troisième 
classe, mais cette surface est imaginaire. En effet, une courbe mi- 
nima ne peut être identique à sa conjuguée que si elle est coupée 
par un plan réel quelconque, en des points imaginaires conjugués 
deux à deux. Elle doit donc être nécessairement d’ordre pair, si la 
surface double, lieu des milieux de ses cordes, est réelle. 

Si l’on veut que la classe de la surface soit égale à 4? il faudra, 
R — M étant supérieur à 3, que l’on ait 

lVI“i, R = 5 . 

Il existe effectivement une courbe minima répondant à la ques- 
ion. Mais nous avons déjà vu que, dans le cas où M == i, la sur- 
ace double réelle la plus simple est celle de M. Henneberg. 

Ainsi, il rCy a pas de surface double réelle de classe infé- 
rieure à 5. 

239. Renvoyant, pour plus de détails, en ce qui concerne la dé- 
ermînation des surfaces minima de classe ou de degré donné, au 
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Mémoire de M. Lie, nous terminerons ce Chapitre en étudiant 
les nappes infinies des surfaces minima algébriques. 

Dans un Mémoire inséré aux Mathematische Annaleii (^) 
M, Geiser avait établi, par une méthode intéressante et féconde, 
que la section de toute surface minima algébrique par le plan de 
rinfini ne peut se composer que de lignes droites et du cercle de 
l'infini. M. Lie s'est servi du mode de génération qui l’a guidé 
dans ses belles études pour démontrer cette proposition et la 
rendre plus précise encore. 

Considérons en effet la surface minima comme le lieu des 
milieux des segments dont les extrémités M, décrivent res- 
pectivement deux courbes îninima (F), (Fj). Tant que les points 
M, Mi sont à distance finie, il en est de meme du milieu du 
segment MMi- Si Fiin des points, M, par exemple, s’éloigne seul 
à l'infini, le milieu du segment s’éloigne à l’infini et vient à la 
limite coïncider avec Mi. Supposons maintenant que les deux 
points M, Mi s'éloignent simultanément à l’infini et viennent coïn- 
cider respectivement avec deux points des deux courbes 

<r), (Fi), situés nécessairement sur le cercle de Finfini. Si les 
points JHi sont distincts, le milieu de mm^ sera indéterminé 
et pourra occuper toutes les positions sur la droite mm^ (2). Nous 
obtenons ainsi ce premier résultat : 


(‘) Geiser (C.-F.), ?î^otiz über die algebraischen Minimumsflàchen {Mathe- 
matiscke Annalen, t. III, p. o3o; 1870). 

(“) Soient, en effet, æ, y, z, t; x', t' les coordonnées cartésiennes homo- 

gènes des deux points M, M,. Lorsi^u'ils tendent vers leurs positions limites m. 
771,, ces coordonnées auront pour valeurs limites y^, 0; y'^, z'^, 0. Cela 

posé, les coordonnées homogènes du milieu de MM^ ont pour expressions 

Ac — X i “t" t X , 

\ z= y t' - 4 - ty, 

Z = H- tz’, 

T = 3«'. 

Faisons tendre t et t’ vers zéro, de telle manière que l’on ait toujours 

"k désignant une constante. Les coordonnées de X, Y, Z, T divisées par t auront 
pour limites les valeurs suivantes : 

qui contiennent 1 arbitraire)^ et définissent un point quelconque de la droite 772772,. 
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Toutes les droites obtenues en joignant un point à l' infini 
de (r) à un point de (Fi) situé aussi à ^infini et distinct du 
premier appartiennent à la surface. 

On reconnaît ainsi que, si les deux courbes (F), (F|) coupent 
le cercle de Finfini en des points distincts les uns des autres, la 
section de la surface par le plan de Finfini se composera exclusi- 
vement des droites qui joignent les points à Finfini de la première 
courbe aux points à Finfini de la seconde. Si m et m' désignent 
les ordres des deux courbes, ces droites seront au nombre de mm'. 
Comme, dans ce cas, l’ordre de la surface est précisément égal à 
mm\ il est évident que chacune des droites sera simple. 

2i0. Il nous reste à examiner le cas où les deux courbes (F), 
(F^) ont des points communs à Finfini et où les deux extrémités 
du segment MM,, dont le milieu décrit la surface minîma, viennent 
coïncider avec F un de ces points. 

Soit 

(10) (i — 4- V 4 “ 2Ï/;; -i- 2 f\u) = O 

Féquation du plan osculateur de la courbe (F). Enjoignant à celte 
équation ses deux premières dérivées par rapport à u^ 

(1 1) — u{^æ — iy) 4 - 4 -/( ii) = o, 

(12) — j: 4- 4-/''( U) = O, 

on aura les trois relations qui définissent, en fonction de t/, les 
coordonnées d’un point de la coui'be. Elles nous donnent 

O' =/'(«)> 

x-Jf-iy = — u^f”{u) 2 U /'{ u) — 2 /( m), 

I X — iy = f 
j js= fu^{u)du, 

[ X’^iy = — J ^{u) du, 

r{u) = Hu). 

Choisissons les axes de manière que le point m de (F) situé à 


(13) 

ou encore 

(14) 

en posant 
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l'infini corresponde à l'hypothèse u = o, et admettons que la 
courbe (F » soit algébrique ou, du moins, présente en ce point une 
singularité algébrique. Alors f\u) sera développable suivant les 
puissances croissantes de u et, si et y désignent deux nombres 
entiers dont le second est positif, on pourra poser 


/*! M > ^ ot., wV — ai u :t2 II ^ 


=0 


Nous supposerons toujours qu’aucun des exposants — ne prend 


l’une des valeurs o, i, 2. On peut toujours, en effet, supprimer 
les termes correspondants à ces trois valeurs particulières des ex- 
posants en ajoutant des constantes convenablement choisies à æt, 
1', comme le montre l'équation (10) du plan osculateur; et ces 
constantes pourront toujours disparaître dans les formules finales 
par une translation convenable des axes coordonnés. 

En mettant à profit cette remarque, nous écrirons f{iL) sous la 
forme 


( I î ) fKU\ 

qui donne 

(i6; 



IL±± {P±± 
y \ (7 







-3 


et, par conséquent, 


(17) 


.7* — H' ~ 




p~>f\ 


p-rX 


^ Efilh. — I 
y 


P + A 


X iy 




Telles sont les expressions des coordonnées d’un point de la 
courbe en fonction de 

Pour que le point m, correspondant à la valeur o de u, soit 
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rejeté à l’infini, il faudra que l’un au moins des termes qui figurent 
dans les expressions précédentes de\’ienne infini pour u = o. On 
aura donc nécessairement 


P 

9 


< 2. 


Mais il y a ici plusieurs cas à distinguer ; 
i°Si l’on a 


f(u) et /'(m) deviendront nulles pour o. La tangente en m 
à la courbe (F) sera définie parles deux équations (lo) et (i i), où 
l’on fera m = o et qui se réduiront aux suivantes 

a? H" = o, ^ = 0 ; 

elle restera donc à distance finie; il en sera de même du plan os- 
culateur qui est représenté par la première des deux équations pré- 
cédentes. 

2 ° Si l’on a 


f\u) sera infinie, mais non f{u)* Le plan osculateur en m, défini 
par l’équation 

£c -h iy = 0 , 


sera encore à distance finie; mais la tangente en m sera rejetée à 
l’infini et coïncidera avec la tangente en ce point au cercle de 
l’infini. 

3" Enfin, si l’on a 



le plan osculateur lui-même sera rejeté à l’infini; quant à la tan- 
gente, elle sera la même que dans le cas précédent. 

En résumé, la courbe (F) ne sera tangente en m au plan de 
l’infini que si l’on a 


P 


<1. 


241. Si, comme on l’a fait au n® 229, l’on adopte pour la courbe 
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(Tl) un mode de représentation identique au précédent et si 
l’on pose 

(i 8 ) .fil' I = , 

on obtiendra des expressions des coordonnées de chaque point de 
la courbe en fonction de W| analogues aux formules (17) et l’on en 
déduira les expressions suivantes des coordonnées X, Y, Z d’un 
point de la surface en fonction de u et de iii 


X — iY = 


Z = 


l'rf ( U ) du ~ /’/f I ( Ifi ) duy 

y ^ 

^ y? — A O - 4 - Xt 

q qi 

J U^Kll) du->r f Ui fl ( Ui ) dui 

p-h\ 




‘ï9J 




K 


Pi 


■Ui 'f* 


q 

X ■+■ îY = — f u-A{ U ) du — f dui 


-2 




h\ 


p-r-X 


P\ “H 


pl-^\ 
lll . 


Le plan tangent au point (u^ Ui) sera représenté (n° 229) par 
Téquation 


(20,) X -h Z Y — uuii^X — i’Y) H- ( w H- Wi ) Z -+- 5 = O, 


et le calcul de ç donnera [n° 229, formule (18)] 

p+'k 
/? -H X 

q 

pi 

y* r U îfi_l 

_ I 1 O I 

qi L~^ “?r~J 

U 6st à remarquer que l’on pourrait réduire à des polj'nômes les 
séries qui constituent les seconds membres des formules (19) 


Uj U ~ 

I 2 1 '+'^ ’ 

- q 7 _ 
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et (21) en y supprimant tous les termes de degré positif, qui s’an- 
nulent et sont négligeables lorsque w et r/| deviennent infiniment 
petits. 

242 . Les formules précédentes étant établies, supposons d’abord 
qu’aucune des deux courbes (F), (Fi) ne soit tangente au plan de 
l’infini. On aura alors 

2>| >1, 2> >1. 

(7 qi 

Lorsque u et tendront vers zéro, Z et X + iY auront zéro pour 
limite. Quant àX — lY, comme il piésente plusieurs termes in- 
finis, les uns contenant w, les autres contenant il pourra 
prendre toutes les valeurs possibles. En égalant, en effet, la valeur 
de X — îY à une constante quelconque, on obtient une équation 
qui admet des solutions pour lesquelles ii et Ui sont aussi petits 
qu’on le veut; car, si l’on y regarde iitlu^ comme les coordonnées 
rectangulaires d’un point, cette équation de condition représente 
une courbe qui passe à l’origine des coordonnées. 

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les points de la surface mi- 
nima qui proviennent des points de (F) et de (Fi) infiniment rap- 
prochés de m ont pour lieu géométrique la droite 

Z = O, X-hiY = o, 

qui est tout entière à distance finie. L’équation (20) du plan tan- 
gent se réduit à la suivante : 

X -h i'Y = O. 

On voit qu’il est le même pour tous les points de la droite (*). 


(*) Si Pon restitue aux courbes (T), (TJ leur positiou la plus générale en leur 
imprimant des translations convenables, les résultats obtenus dans le texte 
donnent le théorème suivant, que Pou pourrait établir par la Géométrie : 

Si les deux courbes (F), (P^) ont en commun un point m du cercle de Vin- 
fini et si aucune d*elles n*est tangente à ce cercle, les points de la surface qui 
proviennent des portions des deux courbes infiniment voisines de m forment 
une droite située dans le plan des tangentes en m aux deux courbes et à 
égale distance de Vune et de Vautre. Le plan tangent en un point quelconque 
de cette droite est fixe; il contient à la fois la droite et la tangente en m au 
cercle de V infini. 
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Supposons maintenant que Tune des courbes (F), (^^) soit 
tangente en m au cercle de Finfîni, c'est-à-dire que Tune au moins 

des fractions — ? ~ soit inférieure à F uni té. Dans ce cas, les expres- 

sions de Z et de X — i Y contiennent, Fune et Fautre, des termes 
de degré négatif, et il arrivera généralement que Fune au moins 
de ces deux quantités deviendra infinie quand u et tendront 
vers zéro d’une manière quelconque. 

Si une seule des fractions -j — est inférieure à Funité, la coor- 

q qi ^ 

donnée Z deviendra certainement infinie quand u et tendront 
vers zéro. Si, au contraire, les deux fractions £-7 — sont Fune et 

’ qq^ 

Fautre inférieures à Funité, X — z Y ne pourra demeurer finie que 
si les termes de degré le plus faible en u et zzj sont du même 
ordre, c’est-à-dire si Fon a approximativement 


et, de même, Z ne pourra demeurer finie que si Fon a approxima- 
tivement 


Or ces deux équations ne peuvent être compatibles que si Fon a 


£ = £l, 
q qi ’ 

et, même alors, comme elles sont de degrés différents, 2 g — p et 
g — P, par rapport à zz, il y aura toujours des solutions de l’une 
qui ne conviendront pas à Fautre. On peut donc affirmer que, 
dans le cas où l’une au moins des deux courbes minima est tan- 
gente en m au cercle de l’infini, les points des courbes (F), (F|) 
infiniment voisins de m ne pourront donner de point de la sur- 
face à distance finie gue si Von a^. ^ El qu'ils donneront 

q qt ^ 

toujours des points de la surface, situés à V infini» Il reste à 
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indiquer le lieu formé par ces derniers points. Or, si l’on se re- 
porte à l’équation ( 20 ) du plan tangent écrite sous forme homo- 
gène 

X i Y — z/Mi i^X — £ Y ) — ( Z/ -t- ) Z -T- ^ T = 0. 

on voit que, u et devenant nuis, la section de ce plan par le 
plan de l’infini aura pour équations 

X i\ “O, X == Oj 

Les points cherchés de la surface sont évidemment distribués 
sur cette droite, qui est la tangente en m au cercle de Tinfîni. 
Réciproquement, chaque point de cette droite peut être obtenu 
pour des valeurs infiniment petites de u et de Ui; car, à chacun 
de ces points, correspond une valeur déterminée du rapport 

- . ÿ et l’on reconnaîtra, en répétant le raisonnement donné au 

début de ce numéro, que ce rapport peut prendre toutes les 
valeurs possibles. Ainsi : 

Toutes les fois que Vune des courbes (F,) est tangente 
en m au cercle de Vinjini^ tous les points de la surface situés 
à Vinfini et provenant des branches voisines du point m ont 
pour lieu géométrique la tangente en m au cercle de Vinfini- 

En réunissant les résultats précédents nous obtenons, par con- 
séquent, la proposition suivante, qui est celle de M. Lie : 

Lorsque les deux courbes (F), (^^) ont un point commun à 
Vinfini, les branches de ces deux courbes voisines de m ne 
peuvent donner de point à Vinfini de la surface que si Vune 
des courbes est tangente en m au cercle de Vinfini; dans ce cas, 
tous les points à Vinfini de la surface ont pour lieu géomé- 
trique la tangente en m au cercle de Vinfini. 

243. Mais la méthode indiquée dans les numéros précédents 
nous permet aussi de résoudre une question nouvelle et, après avoir 
étudié la section de la surface par le plan de l’infini, de déterminer, 
quand ils existent, les points à distance finie de la surface qui 
peuvent provenir des points à l’infini situés sur les courbes (F), 
(F^). Nous avons vu plus haut que cette circonstance ne peut se 
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présenter que si Von a 

E ^El. 

Supposons cette condition remplie, et reprenons les formules 
déjà démontrées 

X — iY=f U) du H- f 3i ( Ui ) dui , 

Z = f U pf (’ u) du -i- f Ui3i( Ml ) dui, 

qui donnent 

(22) dZ — U dix — iX ) = {ui — M.) Ji(mi) i/Mi. 

Pour résoudre la question proposée, nous couperons la surface 
par le plan 

X — ï Y = a, 

où a désigne une constante quelconque et nous chercherons s’il 
existe, dans ce plan, un point de la surface à distance finie pro- 
venant de valeurs infiniment petites de u et de 

Si nous substituons la valeur a de X — lY dans la première des 
formules (19), nous aurons une relation entre u et U\ qui nous 
donnera pour u un certain nombre de développements en série 
suivant les puissances positives de Wi, développements dont les 
coefficients pourront contenir a, à partir d’un certain rang. Il 
faudra que Tune au moins de ces valeurs de portée dans les ex- 
pressions de Z et de X-f-tY, donne des développements de ces 
quantités demeurant finis pour = 0 et ne contenant, par 
conséquent, aucune puissance négative de Si l’on se reporte 
à la formule (2a) et si l’on y fait 

on en déduira 

Tous les termes de Z étant, par hypothèse, de degré positif, ^ 
ne contiendra que des termes de degré supérieur à — i et, si l’on 

remarque que le degré de est ^ — 3, on est conduit à 

l’inégalité 

degré Z? 

3 ^ 1 



qui donne 
( 23 ) 
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U—~Ui = ^Ui 

9 étant une fonction de iii qui s’annule pour Ui = o. 

Portons la valeur de ii tirée de l’équation précédente dans les 
expressions de Z et de X -h i Y. On a 


P K 

iTlT' 


lUh—if 1— — \ Îü2*- 


X 


9' étant, comme 9, une fonction qui s’annule pour Ui = o. On voit 
donc que, dans tous les termes de l’expression ( 19 ) de Z contenant 
«, on pourra remplacer u par en négligeant seulement des 
quantités qui s’annulent pour == o et peuvent être supprimées. 
On aura ainsi la valeur approchée 

Z=y* dui, 
et un raisonnement analogue donnera de même 
X-4 - A''=— y 


Pour que Z reste finie, il faudra que tous les termes de degré 
négatif en se détruisent mutuellement. Si donc on pose 

<l> et contenant tous les termes de degré inférieur à — 2 , il 
faudra que l’on ait 

Telle est la condition cherchée. On reconnaîtra aisément qu’elle 
est suffisante et que la somme X+î’Y demeure aussi finie. En 
réunissant les résultats précédents, on obtient la proposition 
suivante : 


Pow' que les points à V infini des deux courbes (F), (Fi) 
donnent des points de la surface situés à distance finie^ il faut 
et il suffit que les termes de degré inférieur à — 2 dans les 
D.-I. a5 
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fonctions soient deux à deux égaux et de signes 

contraires. Si cette condition est remplie^ les points à distance 
finie qui proviennent des deux branches infinies considérées de 
(r‘», \ Y seront distribués sur une droite passant par le point 
du cercle de V infini qui est commun à ces deux branches. 

Pour terminer Tétude de cette question, il faudrait rechercher 
Tordre de multiplicité des différentes droites de la surface situées 
soit à Tinfini, soit à distance finie, qui proviennent des branches 
infinies de (T) et de (Ti). Mais il suffira, pour obtenir ces ordres 
de multiplicité, d’appliquer les méthodes connues. 

24 i. II nous reste à dire quelques mots des points multiples et 
des lignes multiples des surfaces minima. 

La surface minima la plus générale, ayant été définie par 
M. Lie comme lieu géométrique du milieu d’un segment dont les 
extrémités décrivent les courbes (T), (T,'), a, généralement, une 
ligne double, lieu des points qui sont les milieux de deux segments, 
et des points triples, situés sur cette ligne double, qui sont les 
milieux de trois segments différents. Sans nous arréler à Tétude 
des singularités de ce genre, qui sont en quelque sorte normales, 
nous dirons quelques mots des surfaces minima qui admettent des 
points coniques. 

Pour que la surface minima ait un point conique O, il faut et il 
suffit que ce point O soit le milieu d’une infinité de segments, c’est- 
à-dire que les deux courbes (T), (Ti) soient symétriques l’une de 
Taulre par rapport au point O. Cette proposition montre immé- 
diatement comment on engendrera les surfaces minima à point 
conique. Il suffira de prendre pour la courbe (Ti) la symétrique 
de (T) par rapport à un point déterminé. Un raisonnement géomé- 
trique très simple permet d’ailleurs de reconnaître que le cône des 
tangentes au point multiple est exclusivement formé des droites 
qui vont rencontrer le cercle de Tinfini (*)- 


(*) Voir au sujet des points coniques, rarlicle déjà cité de M. Geiser {Mathe- 
matische Annalen, t. III). II peut arriver exceptionnellement, si la courbe (T) a 
des points doubles, que le point conique soit sur la ligne double de la surface; 
alors, au cône indiqué dans le texte viennent s’ajouter un ou plusieurs plans 
tangents. 
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La théorie des surfaces mininia à point conique se rattache 
immédiatement à celle des surfaces doubles. Nous avons vu au 
n'’ 210 comment on passe d'une surface minima à son adjointe. 
Les résultats analytiques déjà signalés peuvent s’interpréter 
comme il suit : 

Etant donnée une surface mfnima^ lieu des milieux des seg- 
ments dont les extrémités s^ appuient sur les deux courbes (F)., 
(F^), soient (F'), ^^Fj) les homothétiques de (F), (^Fi) respecti- 
vement , prises par rapport au même pôle O ^ avec des rapports 
d^homotJiétie respectivement égaux à -ri et à — i, La surface 
adjointe est le lieu des milieux des segments dont les extré- 
mités décrivent les courbes (F'), (Fj). 

Par suite, si les deux courbes (F), (F<) sont symétriques l’une 
de l’autre par rapport au point O, les courbes (F'), (F^) seront 
identiques et mce versa. On est ainsi conduit au théorème suivant : 

Pour obtenir toutes les surfaces à point conique, il suffira 
de prendre les adjointes des surfaces doubles. 

On voit ainsi qu’il y a des surfaces réelles à point conique et Ton 
sait comment on les obtiendra. Le lecteur déduira facilement do 
ce qui précède la construction suivante : 

Pour obtenir V adjointe de la surface double lieu des milieux 
des cordes d^ une courbe minima (D), on mènera par le point 
fixe O des parallèles à ces cordes, d'une longueur égale à la 
longueur de la corde multipliée par i. Les extrémités de ces 
parallèles décriront la surface cherchée, qui aiit'a le point O 
pour point conique. 
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CHAPITRE YIIL 


LES FORMELES DE M. SCHWARZ. 

Délerrainatiun de la surface rainima taugenle à une développable donnée suivant 
une courbe donnée. — Application à ce problème des résultats généraux que la 
théorie des équations aux dérivées partielles doit à Cauchy. — Formules de 
M. Schwarz. -- Leur démoubtralion par M. Lie. — Surfaces minima passant 
par une droite réelle: la droite est toujours un axe de symétrie de la surface.— 
Surface minima réglée, détermination nouvelle de cette surface. — Surface mi- 
nima passant par une courbe plane. — Cas où cette courbe doit être une ligne 
lie courbure ou une ligne géodésique. — Théorème de MM. Heniicberg et Lie. 
— Surface minima adinettant une conique pour ligne géodésique. 


2io. Dans les Chapitres précédents, nous avons développé les 
propriétés les plus simples des surfaces minima. Il nous reste à 
indiquer comment on peut déterminer une surface minima satis- 
faisant à des conditions données. Nous examinerons en premier 
lieu le problème suivant : Déterminer la surface minima passant 
jtar un contour quelconque donné et admettant en chaque 
point de ce contour un plan tangent donné. 

Nous ferons connaître d’abord ce que nous apprennent, sur la 
solution de ce problème, les propositions générales relatives à l’in- 
tégration parles séries des équations aux dérivées partielles. Ces 
propositions, que l’on doit à Cauchy (^), peuvent être appliquées 
à réquation aux dérivées partielles 

q-)r — *ipqs ->r p^)t = O, 

qui caractérise les surfaces minima. Elles permettent de dé- 


(*) Les recherches de Cauchy sur ce sujet sont exposées dans différentes Notes 
insérées en i 84 a aux tomes XIV et XV des Comptes rendus. On pourra consulter 
aussi un travail beaucoup plus récent, publié en 1876 par de Kowalewski 
si>us le titre : Théorie der partiellen Differentialgleichungen {^Journal de 
Crellej t. LXXX, p. 1). 
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montrer qu’il existe, en g»^néral, une de ces surfaces, et une 
seule, passant par une courbe donnée et admettant, en chaque 
point de celte courbe, un plan tangent donné qui passera né- 
cessairement par la tangente à la courbe; ce problème n'est im- 
possible ou indéterminé que dans le cas où la courbe est 
une caractéristique de l’équation aux dérivées partielles, c^est- 
à-dire une courbe minima. Mais la solution que Ton obtient 
ainsi, en suivant les méthodes de Cauchy, exige que les coor- 
données d’un point de la courbe, ainsi que les valeurs de p et 
de q en ce point, puissent être développées en séries entières or- 
données suivant les puissances d’un paramètre et puissent, par con- 
séquent, être déterminées aussi bien pour les valeurs imaginaires 
que pour les valeurs réelles de ce paramètre. Elle cesserait d’être 
applicable si le contour se composait de portions de différentes 
courbes analytiques, ou si la loi de variation des plans tangents 
s’exprimait par des fondions différentes en différentes parties de 
la courbe. Remarquons enfin que l’existence seule de la solution 
est démontrée, puisqu’on ne connaît pas la loi des séries au moyen 
desquelles l’intégrale est obtenue. 

Il est facile de prévoir que, lorsqu’on aura obtenu, par un 
moyen quelconque, l’intégrale générale de l’équation aux dérivées 
partielles, la solution du problème posé par Cauchy deviendra re- 
lativement facile, puisqu’elle exigera seulement la détermination 
des deux fonctions arbitraires d’une seule variable contenues dans 
l’intégrale générale. 

Comme nous l’avons déjà indiqué, le problème qui consiste à 
déterminer la surface minima passant par un contour donné et y 
admettant en chaque point un plan tangent donné a été résolu 
pour la première fois par Bjürling et M. O. Bonnet. Les méthodes 
suivies par ces deux géomètres exigent seulement l’emploi des qua- 
dratures. Nous allons faire connaître ici celle que l’on doit à 
M. Schwarz (^) et qui repose sur l’emploi des formules dé- 
montrées au n® 212. 

246. Nous avons vu que, si x, y-, z désignent les coordonnées 


(') Miscellen, etc,, § V, p. 291. 
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d’un point quelconque d’une surface mînima et X, Y, Z les co- 
sinus directeurs de la normale en ce point, les coordonnées ^oj 
du point correspondant de la surface adjointe seront déterminées 
par les formules 

^i) dz — Zdv, dy^i=Zdx — \dz, dz^.= X dy — Y dx, 

où les seconds membres sont tous des différentielles exactes. Par 
suite, si Ton se reporte aux expressions (i), ( 4 ) [p- 3^2 et SaS] 
de y, z; .Tq, -o? on voit que Ton aura 

I X — /jTo = x-^ i f { Z dy — Y dz) ~ 2 A ( O, 

(2) ‘ y — z vy = V -i- i J I X — Z dx) = 2B(?), 

^ ;; — Z = 5 H- if{ \ dx — X = a C ( ? ), 

et de même 

Î X -h /j"ü = .r — if{ Z dy — Y dz') — 2 Ai (t\ 

(3 ) ’j — * f{Xdz —Zdx) ^ 231(7:1, 

’ Z iz^i = JS — i f \ \ dx — X dy) = 2 Ci (t j. 

Soit (L) le contour donné ; quand on se déplace sur ce contour, 

J', z\ X, Yj Z deviennent des fonctions d’une certaine variable \ 
et les formules précédentes, où les intégrales de différcnti elles 
totales sont remplacées par des intégrales à une seule différentielle 
rfX, donnent les fonctions d’une seule variable A, B, C; Ai, Bi, 
C|, exprimées au moyen de X. Soient ©(X); nl)i(X), 

11111 (X), ©1 (X) les expressions ainsi obtenues. Si le contour (L) est 
réel et si les valeurs de x^y, X, Y, Z sont fournies par des re- 
lations numériques ou des lois physiques qui ne permettent pas 
de déterminer ces variables pour des valeurs imaginaires de X, les 
fonctions ^ 1 ,, iH), . 1 ,^, seront incomplètement connues 

et les formules relatives à la surface 

I =■ a) -4“ oitïi(Xi), 

( 4 ) = 

( = ©(À)- 3 i(Xi), 

permettront de déterminer seulement les points qui correspondent 
à des valeurs réelles de X et de X|, Mais, si le contour (L) est une 
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courbe analytique, réelle ou imaginaire, et si les fonctions X, Y, 
Z, qui doivent déjà satisfaire aux deux équations 

J X2-+-Y^-hZ^ = i, 

( Xdx-i-Ydv-i-Zdz = o, 

sont aussi des fonctions analytiques de c’est-à-dire si x, y, 

X, Y, Z ont une signification déterminée aussi bien pour les 
valeurs imaginaires que pour les valeurs réelles de il en sera de 
même évidemment des fonctions -.1., ilb, G; 4^, 3^ qui de\Tont 

être regardées comme complètement connues et fourniront la dé- 
termination complète des deux courbes minima dont la trans- 
lation engendre la surface. En remplaçant ces fonctions par leurs 
valeurs dans les formules précédentes, on aura pour les coor- 
données x\y, J d’un point quelconque de la surface les valeurs 
suivantes 



2 | désignant les valeurs de x,y, z pour A==X| et j, 
les valeurs des mêmes variables pour a = Xo. On pourra donner 
à)^ et à 5^2 <ies valeurs Imaginaires quelconques; en sorte que les 
points obtenus dépendront, comme cela doit être, de quatre para- 
mètres réels. 

Si le contour (L) est réel et si l’on désigne par Xq la valeur de X 
correspondante à un point réel déterminé du contour, on pourra 


prendre 

=--h- 1 

' (Zdj-—Yd^), 

Ào 

(7) 

a aj- 

•y 

"" (Xdz-^Zdx), 



^\Yd.r-Xdj-), 

i 
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Cl la partie réelle de la surface sera définie par les équations 


( 8 ) 


= eTvCa-i. 1 = -il 

(Zdv — Y 1 
Oo J 

= -il(2ii'.ii = -il 

r~i[\xdz-Zdr)^ 

r r'- 1 

= iil(,2£j = il 



où l’on devra donner à A une valeur imaginaire quelconque. 

Il résulte évidemment de la méthode précédente que la surface 
définie par les équations (6) ou (8) est la seule qui puisse satis- 
faire à toutes les conditions posées et il reste seulement à démon- 
trer qu'elle satisfait effectivement à ces conditions. Or, si l’on re- 
marque que, d'après leur définition même, les fonctions ..., 

( A . vérifient les relations 


-f- d'B® =- O, XdtX -J-Yû?i(l) 4- ZdB = o, 

4 “ d^\ = 0 , X -T* ^ -î- Z d^i = O, 

on reconnaîtra aisément: i® que la surface obtenue est une surface 
minima; 2 ° qu’elle passe par le contour (L) et y admet en chaque 
point le plan tangent donné; elle fournit donc bien la solution 
unique du problème proposé. 

En résumé, la méthode de M. Schwarz repose sur les deux 
propositions suivantes : 

Une surface minima est pleinement déterminée quand on 
donne une courbe analytique tracée sur cette surface et la 
courbe correspondante tracée sur la surface adjointe. 

Lorsqu'on connaît sur une surface minima une courbe (L) 
et les plans tangents en chaque point de cette courbe;, la courbe 
correspondante de la surface adjointe peut être déterminée 
par de simples quadratures. 


247. Dans son Mémoire sur les surfaces minima (^), M. Lie a 
donné pour les formules de M. Schw'arz une démonstration nouvelle 


( * ) Mathematische Annalen, t. XV, p. 467. 
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que nous allons faire connaître, parce qu'elle peut être généralisée 
et appliquée à d'autres questions analogues. 

Reprenons les équations d'une surface minima sous la forme 
générale 

= X(t) AiC-:), y = B(/ i -- U z' = C(0 -i- GiC-r), 

où les fonctions A, B, C; A|, Bi, Ci satisfont aux relations 

(g) dA^ dh- c/C^ = o, 

(ïo) dAl dBl -h dCl = O. 

Pour que la surface contienne la courbe donnée (L), il faudrà 
que, jr, v, z désignant les coordonnées d'un point quelconque de 
cette courbe qui sont des fonctions connues d'un paramètre on 
puisse déterminer pour i et t des fonctions de ). satisfaisant aux 
trois équations 

Cii) a? = A-}-Ai, = .5 = C-+-Ci. 

D'autre part, si X, Y, Z désignent les cosinus directeurs de la 
normale à la surface au point considéré (j?, :z) delà courbe (L), 

il faudra exprimer que le plan tangent contient les tangentes aux 
deux courbes minima de la surface qui passent par ce point, ce 
qui donnera les deux équations 

( 12) X dA -4- Y i/B -î- Z = O, 

(13) X f/Ai 4- Y dBi^Z dCi = O, 

qui, jointes aux précédentes, expriment toutes les conditions du 
problème. Différentions les équations (ii) en supposant que l’on 
se déplace sur la courbe (L); on aura 

1 ' dr = dA -h dAl, 

(14) \df = dB-hdBi, 

{ dz = dC^ dCi, 

En vertu de ces relations et de l’équation évidente 
X dx -hY df -h Z dz = O, 

qui exprime que le plan tangent contient la tangente à la courbe 
(L), et qui doit être vérifiée par les valeurs données de X, Y, Z, 
les deux équations (12) et (i 3 ) se ramèneront l’une à l’autre, et 
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il restera seulement six éqiialions distinctes (g), (lo), (la) et (i4) 
qui permettront en général de déterminer les différentielles 

dA dA, 

Déduisons en effet des équations (i 4 ) les valeurs de dAi, dBi, 
dCi et portons-les dans la relation (lo), nous aurons 

I l J I dx dk dy d% ~ dz dd = — > 

S désignant Tare de i L ). Cette équation, jointe aux deux relations 
( g) et t la'l, dont Tune est du second degré, va nous donner les va- 
leurs de r/A, rfB, rfC. 

A cet effet, prenons comme inconnue auxiliaire (*) 1 ® déter- 
minant 

î X Y Z I 
A = j dx dy dz ' ; 
j dS. i 

si on rélève au carré, en effectuant la multiplication des lignes 
entre elles et tenant compte des relations précédentes, on trouvera 

4 ‘ 

On a donc 

^ A = I Y c?- — Z dk 

I ■^iZdj- — \<h)dB—(Xdr — \dj:)dC=±: — 

... 2 

et l’on est ainsi ramené au système des trois équations (12), (i5) 
et (16) qui sont toutes du premier degré. Le déterminant de 
ces équations étant égal à ds-^ elles pourront toujours être ré- 
solues tant que le contour (L), réel ou imaginaire, ne sera pas 


Ai = : 


I 1 O 
O ds- 


O 

2 


ds^ 


(*) Toutes les fois que l’on doit résoudre un système d'équations algébrique'» 
dont la résolution peut se ramener à celle d'une équation du second degré à une 
inconnue, il y a avantage à prendre comme inconnue auxiliaire le déterminant 
fonctionnel des équations par rapport aux inconnues; car ce déterminant, s'an- 
nulant dans le cas où les deux systèmes de solutions se réduisent à un seul, ne 
peut qu’être égal à la valeur du radical qui doit figurer dans les formules défini- 
tives et, par conséquent, son carré se calculera rationnellement. 
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une courbe minima. On obtient ainsi par un calcul facile les 
valeurs suivantes de rfA, rfB, d/C : 


<17) 


i ^ ± ^ I Y dz — Z dy ), 

1 dB = ^ ±-(Zdr —X.dz\, 

j 11 2 

f dC = ^ ± ^ ( X f/}‘ — Y dx'j ; 


d’où l’on déduit, à l’aide des formules (i 4 )i 


<i8) 


rf.Vi = ^ qz ^(Y dz — Z dy), 
dBi =‘^^z^Uzdx—\ dz), 
<fCi = ^ zi= i (X dy — Y dx). 


les signes se correspondant dans les deux systèmes. Prenons, par 
exemple, les signes inférieurs et supposons efTectuées les qua- 
dratures qui donnent les expressions de A, B, C; A|, B|, Ci en 
fonction de a. On peut toujours déterminer les constantes qui 
entrent dans ces quadratures de manière à satisfaire aux équations 
(il), et l’on retrouve ainsi les formules de M. Schwarz. 


î248. La méthode précédente peut être généralisée; elle s’ap- 
pliquerait, par exemple, aux surfaces engendrées par la translation 
de deux courbes dont l’une satisferait à Téquation différentielle 


f 




et l’autre à une équation de même forme 



Elle offre surtout l’avantage de bien mettre en évidence les cas 
d’exception; ils correspondent, nous allons le voir, à ceux qui 
sont indiqués par les théories générales de Cauchy. 

Nos raisonnements supposent en effet que les trois équations 
( 12 ), (i5) et ( 16 ) déterminent rfA, rfB, rfC, ce qui n’aura pas lieu 
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si leur déterminant est nul, c'est-à-dire si la courbe (L) est une 
courbe minîma. Dans ce cas particulier, la méthode tombe en 
défaut, mais les résultats acquis nous permettent une discussion 
directe et élémentaire. II faut, pour que le problème soit possible, 
que la développable formée par les plans tangents en tous les 
points de (L) soit un cône ayant son sommet sur le cercle de 
rînfîni fn® 233V Si cette condition n’est pas remplie, le problème 
sera impossible; si elle l’est, le problème sera indéterminé, car on 
connaîtra l’une des courbes minima dont la translation peut en- 
gendrer la surface : ce sera ici la courbe (L); mais la seconde 
courbe minima sera assujettie à Tunique condition de couper la 
courbe (L), d'admettre au point commun une tangente donnée et 
pourra, d'ailleurs, être tracée arbitrairement. La solution du pro- 
blème contiendra donc encore une fonction arbitraire, comme le 
montrerait aussi la discussion des équations ( 9 ), ( 10 ), (i i) et ( 12 ), 
dans ce cas spécial. 

Les raisonnements supposent aussi que X, Y, Z sont les cosinus 
directeurs de la normale en un point de la courbe (L) et satisfont 
à Téqualion 

X2^y2-|-Z2=I. 

Si la développable formée par les plans tangents en tous les 
points de la courbe est circonscrite au cercle de l’infini, les for- 
mules n'ont aucun sens. Mais on obtient encore une solution du 
problème posé, fournie par la développable elle-même qui doit 
être considérée (note du n” 187) comme une véritable surface 
minima. Cette solution est la seule que Ton puisse obtenir dans 
le cas où (L) n’est pas une courbe minima; mais, si l’on a à la fois 

ds^ = o, X2H-Y=-f-Z2=o, 

l'indétermination reparaît et Ton obtient encore une infinité de 
surfaces minima ('). Cette discussion ne présente aucune diffi- 


(*) L’interprétation géométrique et la discussion du dernier cas que nous venons 
de signaler conduisent à une propriété générale des surfaces minima que nous 
nous contenterons d’énoncer. 

Étant donnée une surface minima quelconques lieu des milieux des droites 
dont les extrémités s’appuient sur les deux courbes minima (T), (F,), la 
courbe de contact (G) de la développable cûconscrite à cette surface et au 
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culté, mais elle offre de l'intérêt au point de vue de la théorie gé- 
nérale des équations aux dérivées partielles. 

249. Les formules de M. Schwarz conduisent à un grand nombre 
de propositions intéressantes que nous allons faire connaître suc- 
cessivement. 

Cherchons d’abord les surfaces minima contenant une droite 
réelle donnée et admettant aux différents points de cette droite 
des plans tangents donnés. Si l’on prend la droite pour axe des js, 
les formules (6) deviendront ici 




L 





■4 

(> 9 ) 



f 'xdz. 


1 2 Jo 

2 , 

/o 


” 4 “ -^2 
> 


X et Y satisfaisant à la relation 
20) X2~Y2=|. 

On voit immédiatement que, si l’on échange et ^ ne 
change pas, x' et y changent de signe sans changer de valeur. 
Donc : 

Toute droite réelle tracée sur une surface minima est néces- 
sairement un axe de symétrie de cette surface. 

Cette proposition élégante, due à M. Schwarz, conduit à une 

cercle de Vinfini est aussi V arête de rebroussement de cette développable; on 
Vobtient en prenant le milieu de tous les segments qui réunissent les points M, 
M, des courbes (T), (T,) où les tangentes à ces courbes sont parallèles. Tous 
les points de {C) sont des ombilics; cette ligne est une arête de rebroussement 
de la surface minimat elle satisfait à la définition des lignes asymptotiques 
et aussi à celle des lignes de courbure. 

Les deux courbes minima dont la translation engendre la surface ne cessent 
pas J dans leur mouvement, d'être tangentes à la courbe (C), en sorte que Von 
pourrait définir la surface minima comme engendrée par la translation 
d'une courbe minima (K) qui, dans son mouvement, est assujettie à demeurer 
tangente à une autre courbe minima (C). 
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démonstration très simple du théorème de M. Catalan : La seule 
surface minima réelle réglée est la surface de vis à filet carré. 

Considérons en effet, si elle existe, la surface minima engendrée 
par le mouvement d’une droite réelle et soient (^/^), {df) deux 
positions de cette droite. La droite (rfs), symétrique de {dC) par 
rapport à (rfo), appartient encore, d’après la proposition précé- 
dente, à la surface. En prenant de même la symétrique de (rfo) 
par rapport à (<^3), et répétant indéfiniment cette opération, on 
obtieùdra une série de droites 

<^2)5 (^4)» •• ' 

qui seront toutes sur la surface et qui appartiennent évidemment 
à tout hélicoïde gauche à plan directeur qui contient les deux 
premières {d) et (rf,). Si nous considérons, en particulier, le plus 
simple de ces hélicoïdes, celui pour lequel il faut faire moins d’un 
demi-tour sur la surface pour passer de (rf^) à (ûfo)? on voit qu’il 
contiendra un nombre illimité de droites équidistantes de la sur- 
face minima. Si les deux droites fiC) ot (^2) se rapprochent sur 
la surface, les droites communes à l’hélicoïde et à la surface se 
rapprochent indéfiniment : la surface doit donc coïncider avec la 
position limite de l’hélicoïde, ce qui démontre le théorème de 
M. Catalan. 

Nous allons exposer encore la démonstration que M. Schwarz a 
donnée du même théorème, parce qu’elle repose sur une idée ingé- 
nieuse et féconde. Lorsqu’une surface réglée contient une droite, 
les plans tangents en tous les points de cette droite ne sauraient 
être choisis arbitrairement et sont assujettis à la loi découverte 
par M. Chasles. Si l’on prend la droite comme axe des z et si l’on 
choisit convenablement les autres axes coordonnés, les plans 
tangents de la surface doivent être les mêmes que ceux du para- 
boloïde défini par l’équation 



où a désigne une constante. De là résultent, pour les cosinus di- 
recteurs de la normale en chaque point, les déterminations 
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et, sJ l’on porte ces valeurs dans les formules (19)1 o» obtiendra 
la surface cherchée. 

En faisant, pour la commodité des calculs, 


ce qui donne 
on trouve 


z = ni sinf. 

X = i tang t, Y = — \ , 
cos t 


«•'= — 

3 t l 

y= — (cOSJl'i — COS/j), 
z' = ^ ( sin ti -T- sin t-i ) 

et, par suite, 

x' ~ % arc tang ( ^ * 

Cette équation définit bien la surface de vis à filet carré. 


2 o 0 . Les formules (19) ne contiennent en définitive que deux 
quadratures distinctes 

,. = i/x*, , = -i/ï&, 

et l’on a 

^ sera donc Tare de la courbe décrite par un point dont les coor- 
données seraient x el j\ Cela nous conduit à la proposition sui- 
vante. Prenons, dans le plan des xy, une courbe quelconque (y). 
La surface minima la plus générale passant par Taxe des z sera 
déterminée par les formules 

I x' = i{xi — Xi), 
y = i(yi—yi), 

^KtyK \ ^2? y^ désignant les coordonnées de deux points différents 
de la courbe, els^ étant les arcs de cette courbe comptés à partir 
d’une origine fixe et terminés en ces deux points. L’interprétation 
géométrique des formules est d’ailleurs évidente. Soie/it M et N 
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les deux points de la courbe; par V origine des cordonnées on 
mènera une droite parallèle à MN et égale à iMN, on élèvera 
à V extrémité de cette droite une perpendiculaire égale à la 
somme des arcs de la courbe terminés en M N ; le sommet de 
cette perpendiculaire décrira la surface minima. 

On peut donner encore Tinterprétation suivante : Les deux 
courbes minima définies par les équations 

(22 j JT' = y = i}% z' = s, 

( 23 ) X = — iXf y = — ir, js' = s 

sont celles dont la translation peut engendrer la surface et elles 
sont placées symétriquement par rapport à l’axe des z. 

Pour que la surface soit algébrique, il faudra que les deux 
courbes précédentes soient algébriques, c’est-à-dire que y el x 
soient des fonctions algébriques des. En d’autres termes, la courbe 
(v) devra être la développée d’une courbe algébrique, d’ailleurs 
quelconque. 

251. Une autre application intéressante des formules de 
M. Schwarz peut être faite au cas où la courbe (L) par laquelle 
doit passer la surface est plane. Supposons, pour plus de netteté, 
que le plan de celte courbe soit réel et choisissons-le pour plan 
des xy; les formules générales (6) nous donneront ici 


241 



Xi -+■ 



Ji-+-7a 

2 



Z dx, 



dx — X dy). 


Introduisons l’angle P que fait, en un point de (L), le plan 
tangent à la surface avec le plan des xy^ on aura 
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5 étant l’arc de la courbe, et les formules {^*^4 » prendront la forme 


(a6; 


j ! .Vi-^rj i r''' 
[ j' = J Ç sin 3 ds. 


Si l’on veut que la ligne (L) soit une ligne de courbure de la 
surface, les normales en tous les points de (L) devront envelopper 
une des développées de la courbe et l’angle p devra être constant. 
On aura alors 


Tl — Z ri CQg ^ T^ — iyi cos ^ 


( 27 ; 


I , ri — CüS 3 cos 3 

y = ‘ ^ ^ 


_ U Si — Sj) sin 3 
_ _ . 

Les deux courbes minima dont la translation engendre la surface 
seront définies par les équations 

, Ti±: iyi cos 3 , _ ri iz i rj cos 3 ? 

^ a a ^ 


Pour qu’elles soient algébriques, il faudra encore que (L) soit 
la développée d’une courbe algébrique; on a donc Je théorème 
suivant, dû à M. Lie : 

Pour que la surface minima admettant une ligne de cour- 
hure plane soit algébrique, il faut et il suffit que cette ligne 
plane soit la développée dhine courbe algébrique. 

Cette proposition générale explique pourquoi les lignes de 
courbure planes de la surface d’Enneper sont des courbes recti- 
fiables (n® 207). 

Si l’on suppose 3 = la courbe (L) devient une ligne géodé- 
sique de la surface. On retrouve donc le théorème suivant : 

Pour que la surface minima admettant comme ligne géodé- 
D. — I. 26 
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signe une courbe plane soit algébrique^ il faut et il suffit que 
cette ligne soit la développée d’une courbe algébrique^ 

qui est dù à M. Henneberg et qui a été le poiut de départ des 
travaux de M. Lie sur cette partie de la théorie. 

Si; dans les formules ( 27 ), on fait ^3 = - 5 on trouve 


« 2<|J 



2 



2 



on est ainsi conduit à la construction suixante de la surface 
minima : 

Soit^liS une corde de la courbe (L). Élevons en son milieu 
une perpendiculaire égale au produit de i par la demi-diffé- 
rence des arcs de la courbe terminés en M et en N. Le sommet de 
cette perpendiculaire décrit la surface minima cjui admet (L) 
pour ligne géodésique. 

Si Ton échange les points M et N, le signe de la perpendiculaire 
est changé; on a donc, dans tous les cas, ce théorème : 

Si une surface minima admet une courbe plane comme 
ligne géodésique, Je plan de cette courbe est nécessairement 
un plan de symétrie de la surface. 

Ces propriétés de symétrie, que nous avons déjà rencontrées à 
propos delà ligne droite, ont leur véritable origine dans le fail, 
qui est mis en évidence par les formules de M, Schwarz, mais qui 
résulte aussi des théorèmes de Cauchy, qu’il existe une seule 
surface minima tangente à une développable donnée en tous les 
points d'une courbe donnée. Car, soit (M) une surface minima 
admettant la ligne géodésique plane (L) et coupant, par suite, à 
angle droit le plan de cette ligne; la surface (M') symétrique de 
(M) par rapport au plan de (L) admettra, en tous les points de 
•cette courbe, les memes plans tangents que M et coïncidera par 
conséquent avec elle; (M) sera donc nécessairement symétrique 
par rapport au plan de la courbe (Jj). Ce raisonnement, que l’on 
pourrait appliquer au cas de la ligne droite, permet de reconnaître 
(|ue, si (L) a un centre, ce point sera aussi un centre de la surface, 
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ol que, si celte courbe a un axe, le plan normal au plan de (L^ et 
passant par cet axe sera un nouveau plan de symétrie de la surface. 

On peut donner encore la construction suivante de la surface 
(fui admet (L) pour ligne géodésique ; Sur le cylindre ayant (L) 
pour section droite traçons une courbe minima (v) et prenons la 
s\ métrique (-'i) de cette courbe par rapport au plan de (L). La 
surface cherchée sera le lieu des milieux des segments dont les ex- 
trémités décrivent les courbes (r\ (Yî)- 

La surface minima admettant comme ligne géodésique une pa- 
rabole a été étudiée dans les premiers Mémoires de M. Catalan. 
Si l’on prend les coordonnées d’un point de la parabole sous la 
forme 

rjo) 

( r = apî sms, 

la partie réelle delà surface sera définie par les équations 

I JD sin2 s K 

i3ij • y = 

Si Ton donne à ç une valeur réelle, on reconnaît que la section 
de la surface par le plan des est une cvcloïde. Cette courbe, 
située dans le plan de symétrie passant par Taxe de la parabole, est 
aussi une ligne géodésique delà surface. 

La surface minima admettant comme ligne géodésique une 
ellipse ou une hyperbole est nécessairement transcendante; mais 
elle admet, on le reconnaît aisément, une famille de lignes algé- 
briques. Elle a été considérée par M, Schwarz (*). 

Nous terminerons ici ces applications des formules de 
M. Schwarz. Comme Ta remarqué M. O. Bonnet, la solution du 
problème étudié dans ce Chapitre permet de déterminer une sur- 
face minima lorsqu’on connaît, soit une de ses lignes géodésiques, 


(•) ScnwAftz, Ueher diejenigen Minimalflachen, welche von einer Schanr ion 
Kegeln zKveiten Grades eingehüllt werden {Journal de Crelle^ t. L\\\, 
l>p. 3 oi- 3 ii ; 1870 ). 
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soit une de ses lignes asymptotiques, soit une ligne de courbure, 
soit enfin une de ses lignes d’ombre ou une de ses lignes de per- 
spective; car toutes ces conditions font connaître, en même temps 
qu’une ligne tracée sur la surface, le plan tangent en chaque 
point de celle ligne. 
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CHAPITRE IX. 

SURFACES AIINniA ALGÉBRIQUES INSCRITES DANS UNE DÉVELOPPABLE 

ALGÉBRIQUE. 

Cas où lu développable est un cylindre. — Le problème n*est possible que si la 
section droite est rectifiable. — Solution analytique du problème proposé. — 
Première solution géométrique. — Construction générale des surfaces miniina 
algébriques inscrites dans une développable algébrique. — Théorèmes relatifs 
à des cas particuliers donnés par M. Lie. — Deuxième solution géométrique. 
— Génération nouvelle des surfaces minima due à M. Ribaucour. — Le pro- 
blème se ramène à la détermination d’une surface réglée dont la ligne de stric- 
tion doit satisfaire à une condition donnée. 


2S2. Les résultats que nous avons exposés dans le Chapitre pré- 
cédent conduisent naturellement à l’examen d’une question dont 
la solution offrirait un grand intérêt pour la théorie des surfaces 
minima algébriques : 

A. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques con- 
tenant une courbe algébrique donnée; 

ou plus généralement 

B. Déterminer toutes les surfaces minima algébriques in- 
scrites dans une surface algébrique donnée. 

Aucun de ces problèmes n’a encore été abordé dans toute sa 
généralité; mais, dans son second Mémoire inséré au t. XV des 
Mathematische Annalen, M. Lie a soumis à une discussion ap- 
profondie le problème B, dans le cas où la surface algébrique 
donnée est une développable. Il résulte de ses belles recherches 
que le problème peut être complètement résolu si cette dévelop- 
pable est un cône, et aussi dans le cas où, la développable étant 
quelconque, on connaît déjà une surface minima inscrite dans 
cette développable. Nous allons reprendre ici l’étude de cette 
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question, et nous montrerons que l’on peut obtenir la solution 
complète du problème posé par M. Lie. 

253. Commençons par considérer le cas où la développable (A) 
est un cylindre. La proposition suivante, duo à M. Henneberg, 
permet de reconnaître immédiatement que le problème posé n’e^t 
pas toujours possible : 

Lorsqu’une surface minima est algébrique^ la section droite 
de tout cylindre circonscrit à la surface est la développée 
d’une courbe algébrique. 

Soit en eflet (S) la surface minima donnée; la surface adjoinle 
(Sq) sera aussi algébrique (n® 210), et Ton aura, entre les points 
correspondants (j?, J', -) et (jToî Toi ^q) deux surfaces, les re- 
lations différentielles 

( dx dx^ -H dy dy^ -h dz = o, 

^ I dy^ -H dz^ = dx^ H- dy^ -i- 

auxquelles il faut joindre les suivantes (n® 212), 

Xdx^ Ydy^Zdz = o, 

X dxQ Y dyQ -4- Z dzQ = o, 

exprimant qu’aux points correspondants des deux surfaces les 
plans tangents sont parallèles. 

Considérons sur la premièi'e surface la courbe de contact du 
cylindre circonscrit parallèle à l’axe des z, à laquelle corres- 
pondra la courbe de même définition sur (Sy). On aura, en tous 
les points de cette courbe, 

Z = o, 

ce qui donnera 

X cJr -f- Y =0, 

X Y = o, 

ou, en élimrinant le rapport ^ j 

(^) dx dyQ — dy dxQ = o. 

Si, entre les équations (i) et ( 2 ), l’on élimine successivement 
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^/l'o et dx^ d\\ on sera conduit aux deux relations 

( 3 ) s! dx^ -4- dy- = 

( 4 I ^^dxf^^^ = dz, 

qu’il serait aisé d'obtenir par la Géométrie et qui démontrent lt‘ 
théorème de M. Henneberg; car la première, par exemple, ex- 
prime que l'arc de la section droite du cylindre circonscrit à i ï ) 
est égal à 

Il résulte évidemment du théorème de M. Henneberg qu'une 
surface minima inscrite dans un c\lindrene p‘)urra être algébrique 
que si la section droite de ce c\lindre est la développée d’une 
courbe algébrique. Considérons un cvlindre (C) pour lequel cette 
condition soit remplie et dont la section droite (S) sera placée 
dans le plan des xv; proposons-nous de déterminer toutes les 
surfaces minima algébriques inscrites dans ce cylindre. 

Désignons par ju, v les coordonnées d’un point quelconque de 
(S)*, le problème sera résolu si nous parvenons à déterminer les 
quantités déjà déünies Xq, Vq, -oj ^ fonction de x et de^)'. La 
formule (3) nous donne d’abord 

S désignant l’arc de la section droite ( S); les équations (i) et (tè) 
nous permettent ensuite de déterminer dXi,, d}\ et nous donnent 

(5) dx^^ — dx^^, 

sera donc, au signe près, l’arc de la courbe décrite par le point 
et l’interprétation géométrique des formules conduit sans 
difficulté à la construction suivante : 

On associe^ dans le plan des xv, à la courbe (S) une courbe 
(So), assujettie à Vunique condition d^ être la dé^'eloppée d^itne 
courbe algébrique, et Von établit une correspondance entre 
les deux courbes par la condition que les tangentes aux points 
correspondants M, soient parallèles. Si Von élève en J\I 
une perpendiculaire au plan de (S) égale et de signe contraire 
à Varc de (Sq) terminé en Mq, V extrémité de cette perpendi- 
culaire décrira sur le cylindre (C) la courbe de contact de la 
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surface minima algébrique la plus générale (S) inscrite dans 
ce cylindre. Si Von élèce de même en Mq une perpendiculaire 
égale à Varc de (S) terminé en M, V extrémité de cette per-- 
pendiculaire décrira la courbe de la surf ace adjointe à 

qui correspond à la courbe de contact de (S) et de (C). 

Nous savons d'ailleurs (n” 2i6) comment on peut déduire, sans 
aucune intégration, des expressions x^y, =i]XQ,yQ, -o les équa- 
tions qui définissent la surface. Le problème est ainsi complè- 
tement résolu. 

Si Ton suppose que le cylindre (C) se réduise à une droite, on 
retrouve comme cas particulier la construction, qui a été donnée 
au n° 2o0, des surfaces minima assujetties à contenir une droite 
donnée. 

2o-i. Passons maintenant à l’étude du problème général et pro- 
posons-nous de déterminer toutes les surfaces minima algébriques 
inscrites dans une développable algébrique donnée (A), 

Si l’on écrit Téquation du plan sous la forme 

(M-h w)Y -h — i)Z -h Ç = O, 

on a, pour toute surface minima, en vertu de Féquation (o) [p, 'a;)7j 
< 6 ) 5 = 2 Mi/( m) -f- 2 Zi/i ( Ml ) — (n- ) [/■'( m) -f-// ( Ml )]. 

D’autre part, on définira la développable (A) de la manière la 
plus générale en supposant que, pour les plans tangents de celle 
développable, u^ M|, ^ soient des fonctions algébriques données 
d'une variable auxiliaire t; et, pour résoudre le problème, il faudra 
<*xprimer que l’équation (6) est vérifiée identiquement quand on 
y remplace w, Mj, ; par leurs expressions en fonction de i, CeLL(‘ 
équation contient deux fonctions arbitraires f{u)^ avec 

leurs dérivées /'(zi), fl{iu); si l’on se donnait arbitrairement 
l’une de ces deux fonctions, l’équation de condition ù laquelle on 
est conduit en substituant pour Uiy Ç leurs expressions en 
fonction de t serait une véritable équation düTércnticllc qui 
n’admettrait pas nécessairement de solution algébrique; pour 
échapper à cette difficulté, nous introduirons la variable auxiliaire 

X =/(«)$/ -/.(«O 


( 7 ) 
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Si l’on differentie cette valeur de A, on aura 
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dt dt dt 


-/(“) 


d-U)^ 
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et, en substituant la valeur ainsi obtenue de la somme 

/'(îO -+-//( wi) 


dans l’équation (6), on obtiendra la relation 


On peut maintenant déduire des équations (7) et (8) les ex- 
pressions de (wi), ce qui donne les valeurs suivantes 


( 9 ) 




. dui dii^ 
dt dl^ 




6?X du 
^di 'dt 


y du du\ , . cTk dut 


O désignant le dénominateur commun 


^ =:z 2 U 


du du] 
dt dt^ 


dux diO- . ^Id?-u dux d^ux du\ 


Prenons pour \ une fonction algébrique quelconque de t. Si, 
dans la première équation (9), on exprime i{\^ Ç en fonction de 
on aura /(?/); si, dans la seconde, on exprime de même ? 
en fonction de it\^ cette équation donnera f\{u\)- 

Le problème est ainsi complètement résolu ; pour que la surface 
soit réelle, il sera nécessaire et suffisant que la fonction \ le soit, 
s’il est supposé toutefois que t soit un paramètre dont les valeurs 
réelles donnent les plans tangents réels de la développable (A). 

La solution précédente serait illusoire si la fonction 0 était 
nulle identiquement : supposons que cette circonstance se présente 
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et que Ton ait 

du dii\ diii du- 




fd-u (hi^ du d-Ui\ __ 
\ dl- dt dl dt- J ~~ 


O. 


Cette relatioa constitue une équation différentielle dont on 
obtient aisément Tintéijrale générale, qui est 

ku — C(z«^i — T) = O, 

A, B, C désignant des constantes. Cette équation en termes Gnis 
exprime que le plan tangent est parallèle à une direction Gxe ; la 
développable (A ) sera donc un cjlindre; et, en effet, une étude 
directe nous a montré que, dans ce cas, le problème n’est pas 
toujours possible : la surface minima inscrite ne peut être algé- 
brique que si la section droite du cylindre est la développée d’une 
courbe algébrique. 

La méthode que nous avons suivie s’applhjuc du l'eslc à ce cas 
particulier; si l’on suppose que le cylindre soit parallèle à l’axe 
des J', il sera déGni par les équations 

Ui=U, S = 


Si Ton prend ici t = w, on aura 

X^f{u)-^fx{uh 

et l’équation à résoudre prend la forme 

= 0 . 


Elle admet pour intégrale la suivante 

A r^(u)du __ 
J [l 4 - ~ 


il faudra donc, pour que soit algébrique, qu’il en soit de même 
de la quadrature 


/ 


«uf u) du 
(!+«»)“ 


et l’on retrouve ainsi, par un calcul facile, la condition à la fois 
nécessaire et suffisante qui résulte du théorème de M. llenneberg. 


2oo. La solution que nous venons d’exposer est purement ana- 
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Ijaique; la suivante offre Tavantagede conduire à une construclioii 
géométrique simple des surfaces minima algébriques inscrites dans 
la développable (A). 

Soit (R) l’arête de rebroussement de cette développable : rap- 
portons les points de l’espace, comme nous l’avons déjà fait (Liv. 1 , 
Ch. I), au trièdre mobile (T) formé par Ja tangente, la normale 
principale et la binormale à cette courbe. Les projections sur ccs 
trois axes des déplacements infiniment petits d’un point, dont les 
coordonnées relatives à ces axes sont X, Y, Z, auront pour ex- 
pressions (ii‘® 3 et 4 ) 



Cela posé, le problème sera résolu si l’on trouve deux courbes 
algébriques (G), (Co), l’une (C) tracée sur la développable (A), 
l’autre (Co) située dans l’espace, satisfaisant aux conditions sui- 
vantes : les éléments correspondants des deux courbes seront à la 
fois égaux et perpendiculaires; de plus, si M et Mo sont les points 
correspondants de ces deux courbes, le plan tangent en M à la 
développable (A) devra être parallèle à Ja tangente en M,, à (Co'l. 
En effet, si l’on considère la surface minima inscrite à (A) suivant 
la courbe (C), la courbe (C) aura pour conjuguée (Cq) sur la sur- 
face adjointe, et, ces deux courbes (G), (Cq) étant algébriques, il 
en sera de même de la surface minima. 

Soient JC y o, o les coordonnées de M par rapport au trièdre (T) 
^oî -^0 celles de Mo- Les projections du déplacement de M 
seront, d’après les formules rappelées plus haut, 

(11) d2‘~\-ds, , o; 

? 

celles du déplacement de Mq seront de même 

(12) dr^ -+■ ds ~ 

P \ P 

En exprimant que la tangente en Mo est parallèle au plan des 
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jcy, on trouve cette première condition 
(i3j dzQ-'^ds=o. 


SI Ton écrit ensuite que les deux déplacements sont à la fois 
éfj^aux et perpendiculaires, on obtient les deux conditions nou- 
velles 


I cLv - - dsy -T- » 

{ dr-i- ds) dxo ds — j H- dyo -r- = o, 


que Ton ramène facilement aux suivantes 


«ï») 


I 1" t, dx ds^ = 


nds 

? 


ds, 


où les signes se correspondent. Il est aisé de voir que les équations 
< i3) eL(i4) peuvent donner les valeurs de j'o, en fonction 

de Xq] car, si Ton différentie la seconde des équations (i4) après 
l'avoir écrite sous la forme 




on obtient, en tenant compte de la première, la relation nouvelle 


n5) 



qui, jointe à l’équation (i3) et à la seconde équation (i4)î nous 
donne les valeurs suivantes de j'o? • 



Ces formules donnent la solution complète du problème pro- 
posé. Si la développable (A) est algébrique, il suffira de prendre 
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pour Æ7o fonction algébrique du paramètre dont dépendent 
algébriquement les éléments de la développable; les fonctions 
^ suite, la surface minima correspondante seront 

également algébriques. 

256. Les formules que nous venons d’obtenir s’interprètent 
géométriquement de la manière suivante. 

Construisons 19 ) le trièdre (T) et soit PRQ le plan défini 
par l’équation 

a? = OTq. 

Fig* *9 



Quand le trièdre (T) se déplace, ce plan enveloppe une dé- 
veloppable (D); si Xo, y y désignent les coordonnées d’un do 
ses points, les projections du déplacement de ce point sur les 
trois axes seront, conformément aux formules (lo), 

( 17 ) dxo-\-ds(^i— dz'—^ds. 

Par conséquent, l’équation 

dXQ-h — = 0 , 

qui définit les points du plan dont le déplacement est perpendicu 
laire kOx, c’est-à-dire parallèle au plan, représentera la généra- 
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trice de contact du plan avec son enveloppe (D); la droite QS 
ainsi obtenue est évidemment parallèle à 0 :î et Ton déterminera 
son point de conctact S avecl’aréte de rebroussement (S) de (D), 
en écrivant Téquation 

ciy -4- -f- rfà’ = O, 

par laquelle on exprime que le déplacement de ce point est aussi 
perpendiculaire à Oj'. Les deux formules précédentes nous con- 
duisent; pour les coordonnées du point S, aux expressions 



La comparaison de ces résultats avec la première des formules 
1 16 ) nous donne d'abord 

M9) ;;o = v. 

D'après cela, si Ton porte sur SQ une longueur 

ST =r rr T, 

le plan HKT, mené par le point T parallèlement au plan des jry, 
aura pour équation 

et, si nous désignons par j/', y, Zo les coordonnées d’un quel- 
conque de ses points, les projections du déplacement de ce point 
seront 

< 20 ) d=^~^ds-, 

par suite, l'équation 



définira l'aréte de contact NN' du plan avec la développable qu'il 
enveloppe, développable que nous désignerons par (Aq) ; et, si Ton 
joint à la précédente la relation 



('22) 
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ces deux formules (21), (22) définiront le point de contact N de 
NN' avec Tarête de rebroussement de (Aq). 

Le point Mq où la droite NN' coupe le plan PRQ a pour coor- 
données û^oy -^0» il décrit donc la courbe cherchée (Cq), tandis 
que la droite NN' engendre la développable (Aq). Si l’on l'e- 
niarque enfin que la dernière formule (16) peut se mettre sous la 
forme 

^ ~ (J'o — /) = TMo, 

on sera conduit à la construction suivante : 

Etant donnée la développable (A), on construit une courbe 
algébrique (S) dont les tangentes soient perpendiculaires aux 
plans tangents de (A) et dont les plans oscillateurs soient, par 
suite} perpendiculaires aux génératrices de (A) 5 sur une droite 
SQ tangente en S à ( S ), on porte la longueur 

ST=iizT, 

T désignant le ravoti de torsion de V arête de rebroussement 
^ 11 ) de (A) au point O où cette courbe (R) est touchée par le 
plan tangent de (A) perpendiculaire à SQ. Le plan mené par 
le point T normalement à SQ enveloppe la développable (Aq) 
et la touche suivant une droite NN', nécessairement parallèle à 
la tangente de (R) en O. La projection Mo de Vun des points 
S, T sur cette génératrice de (Aq) décrit la courbe (Cq). Pour 
obtenir la courbe (C), on portera sur la tangente de (R) en O 
une longueu/- égale a 

- TMo. 

237 . De cette construction générale on peut déduire toutes 
celles qui sont relatives à des cas particuliers et qui ont été 
données par M, Lie. Supposons d^abord que la développable (A) 
soit un cône, son arête de rebroussement, réduite à un j^oint, devra 
être considérée comme homothétique à une courbe finie, Je 
rapport d'homothétie étant nul. Il faudra done supposer dans la 
construction précédente 

T = O. 

Le point T se confondra donc avec le point S et le plan HRT 
deviendra le plan normal en S à la courbe (S). Par suite, la ligne 
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rvN' sera Taxe du cercle osculateur et le point Mq le centre de 
courbure de (S). On est ainsi conduit à la construction suivante, 
qui est due à M. Lie (^) : 

Pour obtenir la surface minima algébrique la plus générale 
inscrite dans un cône algébrique^ on construira une courbe 
algébrique quelconque (S) dont les plans osculateurs soient 
perpendiculaires aux génératrices diicône^ et Von portera sur 
chacune des génératrices du cône, à partir du sommet, une 
longueur égale au rayon de courbure de (S) au point corres- 
pondant- ü extrémité de cette longueur décrira sur le cône 
la courbe (G) de contact d* une surface minima algébrique^ 
inscrite dans le cône; la surface adjointe de cette surface 
minima contiendra le lieu des centres de courbure de (S). 

238 . Nous indiquerons une autre application particulière re- 
lative au cas où la courbe (S), mentionnée au n® 256 , se réduit 
à un point. S'il en est ainsi, les composantes (17) du déplacement 
du point S devront être toutes nulles, et l’on aura à ajouter aux 

équations (i8) la suivante 
% 

dd — ds = O, 

T 

qui nous donne 



Comme on a d’ailleurs 

l’expression (28) de x prendra la forme 



OU, en tenant compte de Téquation (19), 



( * ) Mathematische Annalen, t. XV, p. 488. 
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Cette expression de x donne le curieux théorème suivant : 

Étant donnée une courbe algébrique (R), si Von porte sur 
les tangentes à cette courbe ^ à partir du point de contact , une 
longueur égale à 

dz 

""Ts' 

on obtiendra une courbe (C) suivant laquelle une surface 
minima algébrique (M) sera inscrite à la développable formée 
par les tangentes de (R). 

Remarquons une fois pour toutes que les propositions données 
dans ce Chapitre sont applicables aux courbes et aux développables 
transcendantes. Dans ce cas, au lieu de surfaces minima algébri- 
ques, les opérations indiquées nous donneront des surfaces mi- 
nima que Ton pourra déterminer sans aucune intégration. C’est 
ainsi que le théorème précédent nous conduit, si la courbe (R) est 
transcendante, à une surface minima dont on peut écrire les équa- 
tions sans aucun signe de quadrature. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier directement cette 
proposition par l’application des formules de M. Schwarz. On 
trouve ainsi pour déterminer la surface les formules suivantes 


r dz . i 

f J dz 




\,dz , 


b -J- c 

^ ds 

r ^ dz . i 

^irdz - 


b -T -HC'’ 
^ ds 


)]■ 

)]■ 

)]• 


a^ a\ a"î b^ U, 6"; c, d, d désignant respectivement les cosinus 
directeurs de la tangente, de la normale principale et de la bînor- 
male en un point de la courbe considérée. Ces cosinus directeurs 
satisfont aux foi'mules données par M. Serret [p. 10 ]. 


2S9. La proposition que nous venons d’établir dans le numéro 
précédent donne une solution particulière du problème général 
qui fait l’objet de ce Chapitre. On doit à M. Lie une construction 
élégante qui permet de le résoudre d’une manière complète lors- 
qu’on en connaît une seule solution particulière, obtenue d’ail- 
D. — I. 27 
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leurs dune manière quelconque; nous allons montrer comment 
les résultats précédents conduisent à la proposition de M. Lie. 

Reportons-nous aux formules (i6) que nous écrirons sous la 
forme suivante 



en introduisant les angles de contingence et de torsion, rfs, dr[ -, et 
supposons que l’on ait déterminé la surface minima correspon- 
dante à une valeur particulière x\ de Si l’on veut obtenir la 
solution correspondante à la fonction algébrique la plus générale 
que nous mettrons sous la forme 

-I- 

il faudra ajouter aux valeurs trouvées x’ de -o? des 

termes que l’on obtiendrait, par suite de la forme li- 

néaire des équations ( 20 ), en remplaçant dans ces équations Xq par 
x\ et supprimant les termes — p qui ne contiennent pasaro, 
c’est-à-dire en faisant 

T = P = O, 

ce qui revient à supposer que la développable (A) se réduit à un 
cône. En particulier, la quantité a;'' qu’il faudra ajouter à a:' sera la 
même que si la développable (A) se réduisait à un cône; celte re- 
marque, jointe à la construction déjà donnée (n° 237) pour le cas 
particulier du cône, nous conduit au théorème de M. Lie : 

Si Von a obtenu une surface minima (M) inscrite dans la dé- 
celoppable (A), on construira la courbe algébrique (C) la plus 
générale dont les tangentes sont perpendiculaires aux plans 
tangents de (A) et Von portera sur chaque génératrice de (A), 
à partir du point de contact de cette génératrice aoec la sur- 
face (M), une longueur égale au rayon de courbure de la courbe 
(G) au point correspondant. U extrémité de cette longueur dé- 
crira la courbe de contact de la surface minima algébrique la 
plus générale inscrite dans la développable (A). 
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260. Aux deux solutions différentes que nous venons de donner 
successivement on peut ajouter la suivante, que nous allons déve- 
lopper, parce qu’elle repose sur une génération nouvelle des sur- 
faces minima, obtenue dans un important Mémoire de M. Ribau- 
cour(^). 

Nous avons vu (n“ 220) comment on obtient la surface minima la 
plus générale au moyen de deux courbes minima (F), (Fi); si M, 
M| sont deux points appartenant respectivement aux deux courbes, 
le milieu [jl du segment MM| {Jig^ 20 ) décrit la surface minima et 


Fig. 20. 



le plan tangent en p. est parallèle aux deux droites MT, M,T^, 
tangentes en M et en Mj respectivement aux deux courbes (F), 
(F^). Soit (P) le plan osculateuren M à (F), nous désignerons 
par (S) la développable qu’il enveloppe et dont (F) est l’arête de 
rebroussement; nous désignerons de même par (P,) le plan oscu- 
lateur en à (F^) et par (S,) la développable dont l’arête de 
rebroussement est (F,). Les deux plans (P), (P,) se coupent sui- 
vant une droite qui touche respectivement les deux développables 
en a et en ; je vais d’abord prouver que cette droite aa, est 
perpendiculaire au plan tangent en [jl à la surface minima. 

Il suffit, pour le reconnaître, de se rappeler la propriété carac- 
téristique des plans tangents au cercle de l’infini : toute droite 


(‘) Ribvucour, Étude des élassoïdes ou surfaces à courbure moyenne nulle, 
Mémoire couronné par l’Académie de Belgique dans la séance publique du 16 dé- 
cembre 1880 {Mémoires couronnés et Mémoires des savants étrangers publiés 
par V Académie royale de Belgique, t. XLIV; 1881). 
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perpendiculaire à un tel plan lui est aussi parallèle et va passer 
par le point de contact du plan avec le cercle de l’infini. Il résulte 
de là que la tangente MT située dans le plan (P) lui sera per- 
pendiculaire et sera, par suite, perpendiculaire à la droite aai, 
située dans ce plan. Pour la même raison, aa^ sera perpendiculaire 
à T|; elle sera donc perpendiculaire au plan tangent en p., qui 
est parallèle à la fois à MT et à Mi T^ . 

Ce point étant établi, nous remarquerons de plus que le plan 
tangent en p., qui est parallèle aux deux droites MT, M^T^, est 
aussi à des distances égales de ces deux droites ; il passera donc 
nécessairement par le milieu ^ du segment de droite aa^. 

En réunissant tous ces résultats, on obtient évidemment le mode 
de génération suivant des surfaces minima, qui a été donné par 
M. Eibaucour : 

Si Von considère deux dé^'eloppables (S), ^S^), circonscrites 
Vune et Vautre au cercle de V infini^ la surface minima la plus 
générale est V enveloppe des plans perpendiculaires à toutes les 
tangentes communes de ces deux développables^ ces plans étant 
menés à égale distance des deux poùits de contact de ces tan- 
gentes communes. 

Cette définition est moins simple et moins complète que celle 
deM. Lie, qui détermine à la fois le point et le plan tangent de la 
surface minima ; mais elle offre l’avantage de ne faire intervenir 
que les plans tangents, et elle associe à la surface minima, lieu du 
point p., la surface lieu du point p, à laquelle M. Eibaucour a donné 
le nom de surface moyenne et dont il a fait connaître un grand 
nombre de propriétés remarquables. 

Les droites dépendent évidemment de deux paramètres et 
elles engendrent ce que l’on appelle un système de rayons rectili- 
gnes ou une congruence. Comme elles sont tangentes à la fois aux 
deux développables (S), (S|), il est clair que toutes les surfaces 
réglées formées de ces droites qui contiendront, par exemple, 
l’une d’elles aai seront tangentes les unes aux autres aux points a 
et Œi. 

Les plans tangents communs en ces deux points, étant ceux des 
développables (A), (Ai), sont, par cela môme, tangents au cercle 
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de l’infini. Or il est aisé d’établir, soit par l’Analyse, soit par la 
Géométrie, la proposition suivante : 

Étant donnée une surface réglée^ si, par une de ses généra- 
trices, on mène les deux plans tangents au cercle de V infini, le 
segment formé par les deux points de contact de ces plans a 
pour milieu le point central de la génératrice; de plus il est 
égal au paramètre de distribution multiplié par ai (^). 

Il suit de là que la surface moyenne est le lieu des lignes de 
striction de toutes les surfaces réglées formées a^ec des droites 
de la congruence, et que le paramètre de distribution est le 
même pour toutes celles de ces surfaces qui contiennent une 
même droite de la congruence. M. Ribaucour, à qui sont dus ces 
résultats, les a obtenus par des méthodes qui en font moins bien 
connaître la véritable origine. 

La génération précédente conduit à une solution très simple du 
problème que nous avons à résoudre. En efiet, si l’on considère 
une développable (A) circonscrite à une surface minima, les droites 
aai perpendiculaires aux divers plans tangents de (A) formeront 
une surface réglée dont la ligne de striction devra être décrite 
par le point de la droite aa^ qui se trouve dans le plan tangent 
correspondant de (A). Nous sommes ainsi conduits à la propo- 
sition suivante : 

Pour obtenir toutes les surfaces minima inscrites dans la 


(*) Si l’on prend, en effet, la droite pour axe des j, le plan central pour plan 
des xz et si l’on place l’origine au point central, la surface réglée a, en tous les 
points de la droite, les mômes plans tangents que le paraboloïde défini par l’é- 
quation 



où a est le paramètre de distribution. Pour un plan tangent au cercle de l’infini, 
on doit avoir 

■ = 

X 

On obtient donc pour z les deux valeurs 

+ az, — ai; 

f 

d’où résulte immédiatement le théorème. 
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développable (A), on déterminera toutes les surfaces réglées 
dont les génératrices sont normales aux plans de (A) et qui 
ont pour ligne de striction la courbe engendrée par le point 
de rencontre de chacune de ces génératrices avec le plan 
correspondant de (A). Les arêtes de rebroussement des deux 
développables circonscrites à la surface réglée et au cercle de 
V infini seront les deux courbes (F), (F^) au moyen desquelles 
on peut engendrer la surface minima. 

Pour déterminer les surfaces réglées satisfaisant aux conditions 
que nous venons d’énoncer, reprenons les méthodes du n® 25S et 
rapportons les points de l’espace au trièdre (T) relatif à l’arête 
de rebroussement (R) de (A). La droite qui engendre la surface 
réglée cherchée aura pour équations, relativement à ce trièdre, 


sr=xu y=^yu 

et le déplacement d’un de ses points (x^^y^, :?i), dans un mou 
vement infiniment petit du trièdre, aura pour composantes 


dxi -f- ds — 


.'>*1 ds 


P 


f 




Tl ds 



d^i 




Le plan tangent en ce point à la surface réglée aura donc pour 
équation 


T — Tl 


dxi -^ds — 

, Tl ds 
P 


7i ds 

-47-.- 

ils 

l_ * 


Quand Zi varie, on obtient les plans tangents en tous les points 
de la droite; en particulier, pour = oo, on trouve le plan 


T = Tl, 

Le plan central, devant être perpendiculaire au précédent, cor- 
respondra à la valeur de x?, donnée par l’équation 

, Tl ds Si ds 

= 0 . 

P 

Comme le point central doit être dans le plan des xy^ la valeur 
de Zi déterminée par cette équation devra être nulle; il faudra 
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donc que l’on ait 

ou 

(26) 


, Ti ds 
dj\ H — = O 


Æ-i 




ds 


dz 


Cette formule si simple résout complètemeuL le problème pro- 
posé; on choisira arbitrairement et elle donnera 

Si Ton fait, en particulier, X{ =}’\ = o, on retrouve la solution 
particulière, donnée au n® 2o8. On pourrait aussi prendre 
= O, j'i = A“, A désignant une constante quelconque, ce qui 
donnerait une solution particulière nouvelle, un peu plus générale 
que la précédente; mais il est préférable de résoudre l’équa- 
tion ( 26 ) par de simples constructions géométriques. 

Pour cela, nous construirons, d’une manière quelconque, une 
surface réglée (K') dont les génératrices soient perpendiculaires 
aux plans tangents de (A), et nous mènerons le plan perpendicu- 
laire à chacune des génératrices de (K') en son point central. Les 
différents plans ainsi obtenus envelopperont une développable (A') 
pour laquelle on aura évidemment une solution du problème 
proposé, fournie par la surface réglée (K.'). Comme les angles de 
contingence et de torsion sont les mômes pour les arêtes de re- 
broussement de (A) et de (A'), la solution fournie par (K') relati- 
vement à (A') fera connaître les fonctions les plus générales Xf, 
vérifiant l’équation ( 26 ). Il suffira donc, pour avoir la solution 
générale du problème posé, de construire la surface (K) dont 
chaque génératrice a, par rapport au trièdre (T), relatif à un point 
de l’arête de rebroussement de (A), la même position que la gé- 
nératrice correspondante de (K') par rapport au trièdre (T') dont 
les arêtes sont parallèles à celles de (T) et qui est relatif au point 
correspondant de l’arête de rebroussement de (A'). En d’autres 
termes, pour avoir la droite de (K), il faudra imprimer à la droite 
de (K') une translation égale à celle qui amènerait le trièdre (P) 
en coïncidence avec le trièdre (T). 
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CHAPITRE X. 


LE PROBLÈME DE PLÀTEIU. 

DÉTERMINATION DE LA SURFACE MINIMA PASSANT PAR UN CONTOUR 
DONNÉ COMPOSÉ DE LIGNES DROITES, OU DE PLANS QUE LA SURFACE 
DOIT COUPER NORMALEMENT. 


Historique. — Indication des travaux de Riemann, de M. Weierstrass et de 
M. Schwarz. — Exposition générale de la méthode à suivre dans le cas où il 
n’y a pas de point de ramification. — Surface minima passant par deux 
droites, — coupant à angle droit deux plans donnés et contenant une droite 
donnée, — passant par trois droites dont l’une coupe les deux autres, — passant 
par les quatre côtés d’un quadrilatère gauche quelconque. — Introduction des 
points de ramification. — Propriétés géométriques relatives à ces points. — 
Solution générale du problème proposé. 

1261. Nous allons maintenant compléter l’exposition des pro- 
priétés les plus simples des surfaces minima en indiquant les 
principaux résultats qu’ont obtenus les géomètres dans l’étude de 
la question suivante, posée par Lagrange, et qui a donné nais- 
sance à toute la théorie. 

Déterminer la surface minima, parjaitement continue ou 
assujettie à des discontinuités de îiature connue, passant par 
un contour fermé» 

On sait que Plateau a résolu ce problème par l’expérience en 
plongeant le contour donné, réalisé physiquement, dans une dis- 
solution de liquide glycérique. L’Analyse mathématique n’a pu, 
jusqu’ici, imaginer aucune méthode générale permettant de com- 
mencer l’étude de cette belle question. Toutefois, dans le cas, 
particulièrement intéressant, où le contour est formé de lignes 
droites, et dans celui où quelques-unes des portions de ce contour 
sont remplacées par des plans que la surface doit couper nor- 
malement, les propositions que nous avons fait connaître rela- 
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tivemenl aux diverses représentations conformes de la surface ont 
permis de préparer la solution du problème, et même de le ré- 
soudre d’une manière complète pour certaines formes simples du 
contour. Les principaux résultats acquis à la Science dans cet 
ordre de recherches sont dus à Riemann, à M. Weierstrass et 
à M. Schwarz. 

262. Nous avons déjà cité plusieurs fois le Mémoire fonda- 
mental de Riemann, présenté, le 6 janvier 1867 , par M. Hatten- 
dorf à la Société Royale de Goettingue et inséré dans le t. XIII 
des Mémoires de cette Société (*). Ce beau travail, qui figure di- 
gnement à coté des plus importantes productions de son illustre 
auteur, contient des applications très intéressantes des vues nou- 
velles et profondes que Riemann a apportées en Analyse. On peut 
le considérer comme composé de deux parties bien distinctes. 
Dans la première, Riemann étudie d’une manière générale les 
surfaces rninima et il y fait connaître, en dehors des propositions 
que nous avons établies, une formule remai'quable qui n’a pu 
trouver place dans notre théorie, et qui est relative a l’aire d’une 
portion limitée de la surface; il y emploie en particulier le 
système de coordonnées dont la première idée appartient à M. O. 
Bonnet (n“ 181); c’est-à-dire qu’il détermine un point de la sphère 
et le point correspondant de la surface rninima par la valeur de la 
variable complexe qui est l’affîxe de ce point (n*’*' 80 et 16 4). Les 
transformations de coordonnées, dont Riemann fait usage à dif- 
férentes reprises, mettent naturellement en évidence le fait si 
souvent signalé dans les pages qui précèdent ; Toute transforma- 


(*) Dans une note placée au commencement du Alémoire {Riemann^s gesam- 
melte Werke^ p. 283), M. Haltendorf nous apprend qu’il a dù rédiger entièrement 
e Mémoire d’après un manuscrit de Riemann qui ne contenait absolument que les 
formules et les résultats. Ce manuscrit, qui est daté des années iSüo et i80r, a été 
envoyé à M. Hattendorf en avril 1866. On sait que Riemann est mort en Italie au 
mois de juillet suivant. 

Dans un Travail présenté comme thèse en 1880 à la Faculté des Sciences, 
xM. Niewenglowski a fait connaître en France les principaux résultats obtenus 
par Riemann. Voir le Mémoire : Exposition de la méthode de Riemann pour 
la détermination des surfaces rninima de contour donné, inséré aux Annales 
de VÉcole Normale, t. IX, 2* série, p. 227. 
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tion des coordonnées, ou tout déplacement, s'exprime par une 
substitution linéaire particulière effectuée sur la variable 
complexe, proposition dont rimportance et Fintérêt n’ont été 
pleinement reconnus que depuis la publication des beaux travaux 
de M. Klein relatifs à Tintégration des équations linéaires du 
second ordre, à Ticosaèdre et à la résolution des équations al- 
gébriques. 

La seconde Partie du Mémoire est presque entièrement consacrée 
à la détermination de la surface minima limitée par un polygone 
gauche dont tous les cotés sont rectilignes (^). Riemann n’exclut 
même pas le cas où le contour serait partiellement ouvert et où la 
surface devrai^ avoir des segments infinis, analogues à cette por- 
tion de riiélicoïde gauche à plan directeur qui s’étend à l’infini 
entre deux génératrices rectilignes de la surface. Api'ès avoir dé- 
veloppé la solution générale du problème, solution qui exige la 
formation, toujours possible, d’une équation différentielle linéaire 
et la résolution d’un système d’équations transcendantes dont 
l’étude est laissée de coté, au moins dans le cas général, Riemann 
aborde les applications et examine successivement les contours 
suivants : 

1^ Deux droites infinies qui ne sont pas dans le même plan. 

Si l’on suppose que le secteur infini s’étendant entre les deux 
droites n’a pas de discontinuité ni de point de ramification, on 
trouve l’hélicoïde gauche à plan directeur. 

2® Trois droites, dont deux se coupent, la troisième étant 
parallèle au plan des deux autres. 

Sous les réserves précédentes, la solution, ici encore, est com- 
plète et les formules définitives sont obtenues. 

3 “ Trois droites placées d’une manière quelconque dans 
l’espace. 


) Htcmana y montre aussi que Ton peut résoudre te problème de Plateau 
pour le cas oü le contour est composé de deux cercles quelconques situés dans 
deux plans parallèles. Il suffît d'admettre que toutes les sections déterminées par 
des plans parallèles aux plans des deux cercles sont des cercles. La surface ob- 
tenue dépend des fonctions elliptiques. 
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Pour bien se représenter le problème résolu par Riemann, on 
peut imaginer un hexagone gauche. Si trois cùLés non consécutifs 
de cet hexagone s’éloignent indéfiniment, les trois autres resLanl 
fixes, la surface minima qui était limitée par les six côtés de 
l’hexagone tend vers une surface à trois secteurs infinis, dont 
on aperçoit aisément la forme générale. C’est cette surface que 
détermine Riemann. 

4 '* Un quadrilatère gauche quelconque, 

Riemann forme l’équation linéaire du second ordre dont dépend 
la solution du problème. Cette équation, que nous donnerons plus 
loin, a une forme très remarquable qui la rapproche de l’équation 
de Lamé. On n’a pu encore l’intégrer dans le cas le plus général; 
Riemann considère le cas particulier où les quatre côtés du qua- 
drilatère sont aussi les arêtes d’un tétraèdre régulier, et il obtient 
alors la solution du problème par une méthode directe et très 
élégante, que les travaux déjà rappelés de M. Klein nous aident à 
comprendre dans tous ses détails. 

5 ® Trois droites dont Vune rencontre les deux autres, en 
sorte que la surface a deux sommets et un secteur infini. 

6'* Deux polygones rectilignes non étoilés situés dans deux 
plans parallèles. 

Ces deux derniers exemples ont été publiés pour la première 
fois dans les Œuvres de Riemann ( ' ). 

263 . Les résultats précédents demeurent, aujourd’hui encore, 
les plus complets et les plus généraux parmi ceux qui ont été 
publiés sur le problème qui nous occupe. Mais, quelques jours 
avant la présentation du Mémoire de Riemann à la Société de 
Güttingne, le 20 décembre 1866, M. Weierstrass avait commu- 
niqué à l’Académie de Berlin, dans une Note de deux pages (^), le 
résumé de ses recherches sur le même sujet. 

Les résultats annoncés par M. Weierstrass sont en parfait 


(») JRiemann's gesammelte Werke, p. 4*7 à 426. 

(■*) Monatsberichte der K. P, Akademie, p. 855 j 1866. 
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accord avec ceux de RiemaDD. Malheureusement cet illustre géo- 
mètre n’a pas indiqué d’une manière détaillée, au moins dans un 
travail imprimé, la méthode qu’il a suivie et les cas particuliers 
qu’il a traités. Nous devons signaler toutefois, dans le court 
résumé qu’il a donné, une indication très precieuse résultant 
d’une forme remarquable, sur laquelle nous reviendrons plus loin, 
donnée aux équations qui déterminent la surlace minima. 

264. Les premières recherches de M. Schwarz ont été publiées 
avant les précédentes; mais elles sont relatives à un problème 
particulier. Dans une courte Note insérée en i865 aux Comptes 
rendus de l’Académie de Berlin (*), M. Schwarz se reporte à des 
études antérieures relatives à la représentation conforme de la 
surface d’un polyèdre sur la sphère, études qui ont été publiées 
dans le tome LXX du Journal de Crelle; et il annonce que la 
solution de ce problème de la représentation conforme pour les 
différents polyèdres réguliers permet de déterminer, par l’ap- 
plication d'un théorème de M. Weingarten qui sera étudié dans 
la suite de cet Ouvrage, un certain nombre de surfaces minima 
sur lesquelles se trouvent une infinité de droites. Ces droites ne 
sont pas isolées les unes des autres; elles se rencontrent mu- 
tuellement de telle manière qu’un certain nombre d’entre elles 
puissent servir de limite à une portion de la surface, simplement 
connexe. C’est ainsi que la surface minima dérivée du cube, sur- 
face dont la détermination s’effectue au moyen des fonctions ellip- 
tiques de module -p 3 contient une infinité de quadrilatères gauches 
v/2 

égaux; chacun d’eux est formé avec quatre arêtes d’un tétraèdre 
régulier et permet de limiter une certaine portion de la surface. 
On a donc une solution, obtenue il est vrai d’une manière in- 
directe, du problème de Lagrange et de Plateau pour le contour 
formé par ce quadrilatère régulier. 

Le second travail de M. Schwarz est un Mémoire beaucoup 
plus étendu, couronné en 1867 par l’Académie de Berlin et publié 


(*) H. Sen^vBz, üeber die yiinimums-Jlâche deren Begrenzung ah ein von 
oier Kanten ei/ies regularen Tetraeders gebildeies, (vùidsc/iie/es Viereck ge-- 
geben ht {MonaUberichte der K, P, Akademie, p. l'jg-iSS; i8C5). 
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en 1871 sous le titre suivant : Bestimmung einer speciellen 
Minimaljlàche (^). L’auteur y aborde, cette fois par des mé- 
thodes directes, la détermination de la surface minima passant 
par les quatre côtés d’un quadrilatère gauche, et il montre que 
Ton pourra donner la solution complète du problème dans le cas* 
particulier où le quadrilatère gauche est assujetti à l’unique con- 
dition d’avoir un plan de symétrie, passant nécessairement par 
deux de ses sommets opposés. Il considère en particulierj comme 
Riemann dont le Mémoire était encore inédit à l’époque où 
M. Schwarz communiquait son travail à l’Académie de Berlin, 
le cas remarquable où les quatre côtés du quadrilatère gauche 
sont les arêtes d’un tétraèdre régulier; il retrouve alors la surface 
déjà définie dans sa Communication précédente; on l’obtient en 
faisant, dans les formules de M. Weierstrass (n° 191 ), 

rî( 20 = -J===== • 

\J I — I4 H- 22® 

Enfin, dans un Appendice qui termine le Mémoire, l’éminent 
géomètre fait connaître certaines surfaces minima, pour lesquelles 
la fonction est l’inverse de la racine carrée d’un polynôme 
du huitième degré, et qui contiennent des droites avec lesquelles 
on peut former des polygones gauches d’une nature spéciale, 
limitant certaines portions de la surface. Supposons, par exemple, 
que, dans un parallélépipède rectangle, on supprime les six arêtes 
qui aboutissent à deux sommets opposés; il restera un hexagone 
gauche, par lequel on pourra faire passer une des surfaces définies 
par M. Schwarz; la portion de surface limitée par cet hexagone 
sera simplement connexe et ne contiendra aucun point singulier. 

265 . Un autre travail du même auteur, Fortgesetzte Untersu- 
cliungen über specielle Minimaljlàchen, imprimé en 1872 (-), 
contient l’étude détaillée et la solution complète d’un problème 
proposé en ces termes dès 1816 par Gergonne ( 3 ) : 


(‘) lïarrwitz und Gossinann; in- 4 ®, Berlin, 1871. 

(“) Monatsbeî'ichte der K. P. Akademie ; iîkmitv 1872. 
(’) Annales de GergonnCj t. VII, p. 99. 
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CoiipcJ' iiTt ciihc €ti cl€ux pttvtics de telle nxciïiiet e (jiie Ict sec- 
tion vienne se terminer aux diQ^onoles inverses de deux faces 
opposées et que U aire de cette section terminée à la surface du 
cube soit un minimum. Donner en outre V équation de la 
courbe suivant laquelle la surface coupante coupe chacune des 
autres faces de ce cube. 

Fig. 21. 



On trou\e à la page i48 du tome VII des Annales de Ger- 
gonne un essai sur ce problème di\ à Tédénat, recteur de l’Aca- 
démie de Nîmes, l’un des rédacteurs les plus assidus de ce Journal ; 
mais la solution proposée est inexacte. Le calcul des variations 
permet, en effet, d’établir que la surface cherchée doit couper à 
angle droit deux des faces latérales du cube, et Thélicoïde con- 
sidéré par Tédénat ne satisfait pas à cette condition. 

M. Schwarz reprend le problème de Gergonne, ou plutôt il se 
propose de déterminer toutes les surfaces minima, parmi lesquelles 
doit se trouver la surface cherchée, qui passent par les deux dia- 
gonales inverses de deux faces opposées et qui coupent à angle 
droit deux autres faces opposées du cube. Le résultat obtenu est 
particulièrement intéressant : de même qu’il y a une infinité 
d’hélicoïdes gauches à plan directeur passant par deux droites 
données, il y a aussi une infinité de surfaces satisfaisant aux con- 
ditions que nous venons d’énoncer. Il n’est pas difficile de choisir 
parmi toutes ces surfaces celle dont l’aire est réellement un mi- 
nimum. 

Dans ce même travail, M, Schwarz fait aussi connaître une 
extension, très digne de remarque, des résultats de Riemann et de 
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M. Weierstrass; il substitue au problème abordé par ces deux 
géomètres le suivant, qui est ])eaucoup plus général et se résout, 
comme nous le verrons, par l’emploi des mêmes principes : 

On donne une chaîne continue fermée^ composée de segments 
rectilignes^ ou de plans^ ou de segments rectilignes et de 
plans; et Von propose de déterminer une surface minima, à 
connexion simple^ ne contenant aucun point singulier dans 
son intérieur J Limitée par les segments rectilignes et les plans 
de la chaîne et coupant ces derniers à angle droit. 

Par exemple, si Ton considère aa) [p. 437 ] deux tiges AB, 
AC réunies en A et appuyant leurs extrémités B et C contre une lame 
de verre, la surface que l’on obtient en plongeant le système entier 
dans le liquide glycérique s’appuie sur les tiges AB, AG et coupe 
normalement la lame de verre. Cette surface peut être étudiée et 
définie analytiquement par des méthodes toutes semblables à celles 
qui avaient été employées antérieurement dans le cas spécial des 
contours exclusivement composés de lignes droites. 

Nous nous contenterons des indications précédentes et nous 
ferons maintenant connaître les principes sur lesquels reposent les 
recherches dont nous venons d’exposer les résultats, en négligeant 
les détails qui exigeraient beaucoup de développements et que 
l’on trouvera dans les Mémoires originaux. 

266. Au Chapitre IV [p. Sog], nous avons signalé deux tracés 
géographiques différents de la surface minima. L’un d’eux est dé- 
terminé par la représentation sphérique de la surface; si l’on 
adopte les coordonnées U\^ si souvent employées dans les pages 
précédentes, la variable complexe u est l’affixe d’un point réel de 
la sphère qui est l’image du point correspondant de la surface 
minima, et la représentation ainsi obtenue constitue, comme l’a 
montré M. O. Bonnet (n°202), un premier tracé géographique de 
la surface minima sur la sphère de rayon i. Si maintenant on 
introduit la variable complexe définie par l’équation 

(i) J 

et qu’on la représente sur le plan, on obtiendra un nouveau tracé 
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géographique dans lequel, nous Pavons vu (n° 204), les lignes de 
courbure auront pour représentation des parallèles aux axes coor- 
donnés, tandis que les lignes asymptotiques seront représentées 
par des parallèles aux bissectrices de ces axes. 

La considération simultanée des deux représentation s conformes 
précédentes joue un rôle capital dans les raisonnements qui vont 
suiv’re et conduit par une voie naturelle à la solution du problème 
proposé. 

Si Ton découpe sur une surface miniina un segment limité (M), 
à connexion simple et ne contenant aucun point singulier dans son 
intérieur, Pintégrale g- sera, sous certaines conditions que nous 
indiquerons plus loin, une fonction uniforme ayant une valeur finie 
et bien déterminée pour chaque point de (M). La représentation 
plane de cette portion de surface sera alors une aire plane, limitée, 
à connexion simple, qui pourra, dans certaines parties, se com* 
poser de plusieurs feuillets et qui se terminera à la courbe dont 
les points correspondent à ceux de la limite de (M). Or, si Von 
veut que (M) soit limitée par des droites ou par des plans 
qiVelle coupera normalement^ les différentes portions du con- 
tour seront des lignes asymptotiques de la surface si elles sont 
des droites, ou des lignes de courbure si elles sont dans les 
plans que la surface doit coupernormalement. Par conséquent, 
il leur correspondra, dans le tracé géographique plan, des parallèles 
aux axes coordonnés dans le second cas, et des parallèles aux bis- 
sectrices de ces axes dans le premier. Ainsi ce tracé géogra- 
phique se composera dhine aire plane (S) limitée par des 
droites dont la direction au moins sera connue et qui se suc- 
céderont dans un ordre déterminé. 

Étudions maintenant la représentation sphérique de (M). Elle 
se compose d’une aire (S), pouvant recouvrir plusieurs fois cer- 
taines parties de la sphère ; mais il résulte, comme nous le verrons, 
des hypothèses faites sur cr que cette aire (S) n’a aucun point de 
ramification dans son intérieur. Ici encore on peut déterminer la 
courbe limite de (S). En effet, pour chaque portion de droite 
comprise dans le contour, la représentation sphérique sera un 
arc, plus ou moins étendu, du grand cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à cette droite. S’il y a, dans le contour considéré, des 
plans que la surface doit couper à angle droit, la courbe limite 
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(Je la surface située dans ce plan sera représentée sur la sphère par 
une portion du grand cercle dont le plan est parallèle au plan 
correspondant du contour. On voit donc que la représentation 
sphérique (S) du segment (M) sera limitée par des arcs de 
grands cercles dont la position sera connue et qui se succès- 
derontdans un ordre parfaitement déterminé. 

Les deux aires (S) et (S) constituent deux représentations con- 
formes de la surface (M). Si celle-ci était connue, il est clair que 
l’on pourrait obtenir une représentation directe et conforme de 
Faire sphérique (S) sur Faire plane (S). Inversement, si l’on a pu 
déterminer directement ce tracé géographique de (S) sur (S), 
c’esl-à-dire si Fon a exprimé a- en fonction de on aura 


( 2 ) 


. I 


et, la fonction .ÿ(z^) étant ainsi connue pour toutes les valeurs de u 
qui correspondent aux diverses parties de (S), le segment (M) sera 
pleinement déterminé. Nous sommes donc ramenés à la solution 
du problème suivant : 

Réaliser une représentation conforme dhine aire sphé- 
rique (S), limitée par des arcs de grands cercles, sur une aire 
plane (S), limitée par des droites. 


Or, cette solution est contenue implicitement, au moins pour 
les cas les plus simples, dans les développements donnés au Cha- 
pitre IV du Livre II [p. 170]. On représentera les deux aires (S) 
et (S) sur la moitié supérieure du plan, ce qui donnera g- et w en 
fonction d’une variable t assujettie à la seule condition que sa 
partie imaginaire soit positive. Puis on portera ces valeui's de u et 
de CT dans les formules de M. Weierstrass, où Fon aura remplacé 
rf (^^) par sa valeur tirée de la formule (2); ce qui donnera 


I — ii'^ ch- 


( 3 ) 


y=SiJ' i- 


2 du ’ 
du ’ 


u et 3- étant des fonctions connues de la variable t. 
D. — I. 


2S 
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207. Nous allons indiquer différents exemples auxquels on peut 
appliquer la méthode précédente. 

Proposons-nous d’abord de déterminer la surface mîniraa (M), 
nécessairement infinie, limitée par deux droites quelconques. 
Construisons, sur la sphère de rayon i, les deux grands cercles 
COC'O', DOD'O' se coupant en O, 0^, dont les plans sont 
perpendiculaires à ces droites; et soit a- Fangle COD de ces deux 
cercles, égal à celui des deux droites. La surface cherchée (M) 
aura pour représentation sphérique une aire limitée par ces deux 
cercles. Choisissons, par exemple, pour cette aire, le fuseau 
OCO'D, d'angle a?:. Si Ton prend pour axe des z le diamètre 
O'O et pour plan des 1 ':î le plan ODO', Torigine des coordonnées 
étant toujours au centre de la sphère, le point O correspondra 
à la valeur zéro de la variable u elle tracé géographique du fuseau 
OCO'D sur la partie supérieure du plan sera déterminé par la 
formule 

(4; = 

car on voit immédiatement que, lorsque Fargument de C varie 
entre o et -n, celui de ii varie entre o et ai:. 

Mais, il importe de le remarquer, on peut imaginer une infinité 
d’aires sphériques ayant les mêmes limites que le fuseau précé- 
dent ; si Fon fait tourner, en effet, le demi-cercle ODO', dans tel 
sens que Fon voudra, autour de 00', en continuant indéfiniment 
le mouvement, il viendra périodiquement coïncider avec Fune 
des moitiés du second cercle OCO'C', et la coïncidence se 
produira après que ODO' aura fait n — i demi-révolutions. 

L’aire sphérique ainsi engendrée par le demi-cercle se com- 
posera de plusieurs feuillets superposés et pourra recouvrir la 
sphère autant de fois qu’on le voudra; il sera évidemment permis 
de la substituer au fuseau précédent et de la considérer comme la 
représentation sphérique de la surface cherchée. On reconnaît 
d’ailleurs aisément que Fon embrasse tous les cas que nous venons 
d’énumérer en augmentant a, dans la formule (4), d’un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif, ou, ce qui est la même 
chose, en convenant de désigner par oltz une quelconque des dé- 
terminations de l’angle des deux droites données. 

^Examinons maintenant le second tracé géographique, la repré- 
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sentation plane (S) de (M). Si Ton suppose que les deux droites 
qui limitent (M) appartiennent à un même système de lignes 
asymptotiques, cette représentation se composera d'une bande du 
plan comprise entre deux parallèles à une même bissectrice des 
axes coordonnés. Cette bande peut être considérée comme un 
quadrilatère dont deux angles opposés seraient égaux à lu, les deux 
autres étant nuis. Par suite, en appliquant la formule donnée au 
n° 132 et en remarquant que les angles nuis correspondent aux 
valeurs o, oc de on aura 

a = Ce'A J'y =Ce‘i‘lost. 


Lorsque la variable t varie de o à oo,jrargument de o- doit être 
égal à J ou à — j choix est indifférent, par suite de la pré- 
sence du radical sjS^ii) dans l’expression de a-. Posons 

(5) ff = Ge 


On aura alors 


G — I — 

a = — e ^ logM, 
oc 


et, par suite, en prenant la dérivée par rapport à 

ou 

K désignant une constante réelle. Nous retrouvons la valeur 
de i{u) qui caractérise un hélicoïde gauche à plan directeur 
(n° 196). 

Mais, si l’on veut déterminer la constante C, il vaudra mieux 
substituer les valeurs de o- et de u en fonction de t dans les for- 
mules (3). On aura ainsi 


Si l’on remplace ^par pe*®, p et 9 désignant le module et l’argument 
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(la t, 8 variera cuire o et t: el l’on aura 


Les deux droileSj parallèles an plan des Jrj', qui limilenL la sur- 
face ( M I correspondent aux valeurs o et tî de 0. On a donc, en 
désignant par A leur plus courte distance, 


A = 


GSt: 


et les formules (3) prennent ici la forme défini live 


(6) 



.A j I 

,if . 


2t: t 

fy. + fh 

2T. t 


= loffZ, 


oii tout est connu. II suffira de donner à a toutes les valeurs de 
Tangle pour obtenir tous les hélicoïdes qui contiennent les deux 
droites. 


268. Dans l’cxcuiple précédent, il y a une cortuine indétermi- 
nation, relativement au moins à la représentation sjdiérique^ cl 
celle meme indétermination, qui se présente, comme nous l’avons 
indiqué, dans les solutions si étudiées données par M. Schwarz 
pour certains problèmes particuliers, se reproduirait évidemment 
dans les problèmes plus compliqués que nous avons a examiner. 
Voici comment on pourra opérer lorsqu’on voudra, négligeant 
tous les cas possibles, obtenir, par exemple, la surface réellement 
minimum, celle qui est réalisée par les ex])LTienccs de Plateau. 

Proposons-nous, par exemple, de délerminer la surface (M) 
<|ui est limitée par deux droites AB, AC et qui coupc normalement 
un plan MN {fig^ 22 ). Soit BG la courbe inconnue suivant laquelle 
la surface cherchée coupe le plan MN. L’expérience apprend que 
celte courbe, qui se réduit à une droite quand le plan BAG est 
[)erpendiculaire au plan MN, n’a pas d’inflexion et est placée, par 
rapport à la droite BC, du même côté que la projection de A sur 
le jdan MN. Les normales en A, B, G à (M) sont connues de 
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direction^ car la normale en A est perpendiculaire au plan ABC, 
et la normale en B, par exemple, doit se trouver dans le plan MN 
et être perpendiculaire à AB. D’ailleurs le sens de la normale en 
Al détermine celui des normales en B, G et, généralement, en tout 
point de (M). On voit donc que la surface (M) aura pour repré- 
sentation sphérique un triangle sphérique dont les sommets se- 
ront parfaitement déterminés. 

Fî{r, ii2. 



Considérons maintenant la représentation plane. Les lignes AB, 
AC auront pour images des parallèles aux bissectrices des axes 
coordonnés, tandis que la ligne de courbure BG sera représentée 
par une parallèle à l’un des axes. Il faut donc admettre que cette 
représentation est donnée par la surface d’un triangle rectangle 
isoscèle abc dont l’hypoténuse est parallèle à l’un des axes coor- 
donnés. 

Soient Xtc, jjltt:, vtc les angles du triangle sphérique qui sert de 
représentation à (M). En conservant toutes les notations du n° 136 
et en supposant que les sommets \ [jl, y correspondent aux valeurs 
O, I, 00 de ^5 nous aurons, pour déterminer la représentation de ce 
triangle sur la moitié supérieure du plan, la formule 




G i( 


a -f. I — Y? ? + I 

— Y, a — Y-*) 

\ 7 J 





■) 

«> P» • 

^ étant déterminés par 

les formules 


(8) ! 


I(x-X 


a -f- 1 — 7 = 

— [A-HV), 




-ft-v), 

P'+'ï-ï = 

-( 1 - 4 -X — |i — v), 


1 Y = 

«-X, 


2-7 = 

I -H X, 
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et le module \/CCo de C ayanl pour valeur 

ra-Y) r r(«)rtP)rrr-«)r(Y-P) 

(9) /GCo-- r(i~.a)r(i~-p)r(a-hï-Y;r(p-HJ-Y) 

Quant à la représentation plane, on Tobtiendra en appliquant 
la formule (i4) du n® 132 [p. 179] au triangle rectangle isoscùle. 
En supposant que le sommet corresponde au point de rencontre 
A des deux droites et, par conséquent, au sommet a de l’angle 
droit du triangle rectangle, il faudra faire dans cette formule 


a = o, ô = r, c = X, 



ce qui donnera 



K étant une constante réelle afin que l’hypoténuse du triangle 
soit dirigée parallèlement à l’un des axes coordonnés. 

L’exemple précédent, qui a été traité pour la première fois, 
comme nous l’avons indiqué (n° 2G-4), par M. Schwarz, a été, dans 
ces derniers temps, étudié d’une manière approfondie dans un in- 
téressant travail de M, Neovius (*). 

269. On peut traiter de la même manière le cas, considéré par 
Riemann, où le contour est formé 28) par une droite AB 

qui en rencontre deux autres AC, BC'. Ici encore la représentation 
sphérique du segment (M) sera un triangle sphérique. La représen- 
tation sphérique du point A sera située sur le rayon perpendicu- 
laire à AB et à AC, la représentation sphérique de B sera située 
sur le rayon perpendiculaire à AB et à BC' et enfin la représenta- 
tion sphérique du point situé à l’infini, soit sur AC, soit sur BC', 
sera située sur le rayon perpendiculaire à ces deux droites. Nous 
adoptons ici l’hypothèse la plus simple relativement à ce secteur 

(*) Neoyiüs, Bestimmung ziveîer speciellen periodischen Minimaljlàchen auf 
wélchen unendlich viele gerade Linien und unendlich viele ebene geodàtische 
Linien liegen. Helsingfors, x883. 
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infini; il faut concevoir le segment (M) comme étant limité par 
une droite CC' qui rencontre AG etBG' et s’éloigne indéfiniment. 

Quant à la représentation plane, elle sera évidemment formée 
d’une droite ab^ correspondante à AB, parallèle à l’une des Lis- 
seclrices des axes, et de deux droites ac^ bd perpendiculaires à ab. 
On peut envisager celle figure comme un triangle dont l’un des 
sommets s’est éloigné indéfiniment. Si l’on suppose que les valeurs 

Fig. 28. 


c 



0 , 1, 00 de ^ correspondent respectivement aux points b et c, c', 
la formule, déjà rappelée, du n® 132 nous donnera ici 



K étant une constante réelle. Gette formule, jointe à celles qui 
définissent la représentation sphérique, déterminera la surface 
cherchée. V 

270. Il nous reste à étudier le plus important et le plus difficile 
des problèmes auxquels peut encore s’appliquer la méthode élé- 
mentaire précédente. Supposons que le contour donné soit formé 
par un quadrilatère gauche quelconque, ABGD. On aperçoit ici 
encore d’une manière très nette la représentation sphérique de la 
surface. Elle est formée par un quadrilatère sphérique dont les 
sommets sont parfaitement déterminés, et elle est la même que 
celle du paraboloïde hyperbolique passant par les quatre côtés du 
quadrilatère gauche (*). On peut toujours supposer (n® 128) que 

(0 Oa peut signaler à ce sujet un rapprochement très curieux donné par 
M. Schwarz dans une des notes du Mémoire déjà cité : Besilmmung einer speciellen 
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les sommets consécutifs du quadrilatère correspondent aux valeurs 
0 , I , J oc de A- désignant une constante réelle plus petite que i . 

D’après les méthodes développées aux n« 134 et 133, on obtiendra 
le tracé géographique sur la moitié supérieure du plan du qua- 
drilatère sphérique qui est la représentation de (M) en posant 


IL = 


62 

61 ’ 


et 02 étant deux solutions particulières, convenablement choisies, 
d’ane équation linéaire 

(m) 


dont les coefficients p eXq doivent satisfaire à l’unique condition 
(i3) M 2 


M, f| ayant ici la valeur suivante 


(M) \u,i\ 


i-«î , i-«l , , 

2(1 —ÿ)'* 2(1— 


b 

i 


/?2 


ï — r 




avec les relations 

(i5) I 1 — gf ^ l — gj 


/îl H- /I 2 ■+* ^^3 “ 0, 



izifi. 

2 


Dans ces formules, aj-rc, a 27 :, asTC, désignent les angles du 
quadrilatère qui correspondent respectivement aux sommets o, i, 

“îoo; Al, Ao, A 3 sont des constantes arbitraires et inconnues 

comme le module A’®, assujetties uniquement à vérifier les re- 
lations (i5); il reste donc deux constantes arbitraires dont il faut 
fixer la valeur. Les théorèmes généraux établis par M. Schwarz 


Minimalflàche. Dans le cas où le quadrilatère est régulier et a scs angles égaux 

IC 

à -gj la différence entre Taire du paraboloTde et celle de la surface xninînxa est 

inférieure à de la valeur de Tune quelconque des aires; de plus, les deux 
surfaces sont tangentes Tune à Tautre au point central du quadrilatère. 
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permettent d’affirmer (n° ISo) qu’il sera toujours possible de dé- 
terminer ces constantes de manière à obtenir eCFectivcmcni, par 
le quotient de deux solutions particulières convenablement clioisics 
de l’équation (iîî), la représentation cliercliéc du quadrilatère 
sphérique sur la partie supérieure du plan. 

La représentation plane (S) du segment chei'ché (M) est évi- 
demment limitée par les cotés d’un rectangle; on aura donc 
(n° 132) 


(i6) 



^ 


H désignant une constante réelle. 


271. On voit que la surface serait complètement déterminée 
par des quadratures si l’on savait intégrer l’équation linéaire ( 12 ). 
Parmi les formes différentes que peut recevoir cette équation, 
nous signalerons la suivante. 

Adoptons pour la fonction qui peut être choisie arbitraire- 
ment, une expression de la forme 


P 


£1 g2 

t ^ l — \ — X 


On démontre aisément que les termes en -j tt-— rs» rrrr- — 

^ {J, — ij-* Q/c-t — i)* 

pourront disparaître de l’expression de q. Il suffit, pour cela, 
que e^, satisfassent aux équations 

( 01 — I )S = a} , ( gâ — 0® = a], ( ^3 — 1)2 = a;| . 

Si l’on prend, par exemple, 


(17) 

on aura 


aiH-i a2-Hï , «sH-i 


(û£i*4- i)(flïs-+- 1) (oti -+- l)(a 3 + 1 )^* 

— 0 — I) 

(a3+i)(gt + i)A-» , ^ hj A-»A, 

(t — 1) t t — I — i' 


(18) 
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L’équatîon ( 12 ) peut donc se ramener à la forme suivante : 

(19) t(i — Ou — ^'^0^ P)^ H- (M'^-4- N ')0 — O, 

qui a été Tobjet d’un grand nombre de recherches ; car elle est la 
plus simple de toutes les équations du second ordre, après Té- 
quation de Gauss dont elle peut être considérée comme une géné- 
ralisation (*). On n’a pu jusqu’ici Tinlégrer que dans un petit 
nombre de cas particuliers; et même les résultats obtenus dans 
celte voie ne seraient pas toujours applicables à la question que 
nous avons à résoudre. 

272. Si le quadrilatère gauche a un plan do symétrie passant 
par deux sommets opposés, la surface qui donne la solution du 
problème de Plateau devra nécessairement, si elle est unique 
comme il est naturel de l’admettre, avoir le même plan de symétrie 
que le quadrilatère et, par conséquent, couper ce plan è angle droit. 
Par suite, si Ton se propose de déterminer seulement la portion de 
cette surface qui se trouve d’un côté déterminé de ce plan de sy- 
méli'ie, on sera ramené au problème que nous avons résolu précé- 


(*) Si Ton prenait pour p la valeur suivante 

_ j[_ I />'■* 

^ 2(^ — Ij — I)’ 

on obLien<lrait l'équation môme donnée par Ricmann {Gesammelle IVcrke, p. 3 o 8 ). 
En substituant à £ la variable u défînic par réqiiaLîon 

t =z su® Uj 


et qui ne diffère de s que par un facteur constant, on donnera à cette équation la 
forme élégante 


I • f 2 



A'® on* Zi 
dn“zi 



A® su® U -f- 




l étant une constante arbitraire que l'on peut substituer à /?,. Dans uii article 
inséré au t. XCIV (p. 164 j) des Comptes rendus, j’ai montré que ccUe équation 
peut être intégrée, par l’application des belles méthodes de M. HcrmîLe, de la 
môme manière que l’équation de Lamé, qu'elle comprend comme cas particulier, 

toutes les fois que les nombres a--, a- — -, a, — a,-- sont entiers. 

2 ■* 2 ® -i ‘ ‘î 
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demment (n® 268). Telle est la méthode suivie par M. Schwarz 
dans les Mémoires que nous avons analysés. 

273. Ici se terminent les applications que nous voulions donner 
de la méthode générale. Dans chaque cas particulier, nous avons 
obtenu les valeurs de g- et de u en fonction de t\ il suffira de 
porter ces valeurs dans la formule (3) et de donner à t toutes les 
valeurs dont la partie imaginaire est positive. Mais, pour compléter 
la théorie précédente, il nous reste à démontrer que la surface à 
laquelle on est ainsi conduit donne effectivement la solution du 
problème proposé. Voici comment on peut établir ce résultat 
essentiel. 

On reconnaîtra d’abord aisément que le segment de surface (M) 
n’a aucun point singulier dans son intérieur. Négligeons ce premier 
point, qui apparaîtra de la manière la plus claire dans une autre 
méthode que nous donnerons au Chapitre suivant, et qu’il est d’ail- 
leurs très aisé de démontrer. Il suffira donc de prouver que la 
courbe limite du segment (M) se compose de droites et de courbes 
planes, et qu’elle peut être identifiée avec le contour donné a 
priori dans chaque cas particulier. 

Pour le démontrer, nous donnerons à t les valeurs réelles, qui 
fournissent tous les points de la limite du segment, cl nous sup- 
poserons d’abord que t varie seulement dans l’intervalle auquel 
doit correspondre une des droites {({) du contour. 

D’après la détermination de a, la portion considérée du con- 
tour, étant représentée sur le plan par une parallèle à Tune des 
bissectrices des axes, sera nécessairement une ligne asympLoLique 5 
et, d’après la détermination de cette même portion du contour 
aura pour représentation sphérique un arc de grand cercle dont 
le plan sera perpendiculaire à la droite {d). Or toute ligne asym- 
ptotique qui admet un grand cercle pour représentation sphérique 
est nécessairement une ligne droite : car les tangentes d’une 
ligne asymptotique sont perpendiculaires à celles de sa représen- 
tation sphérique; et, par conséquent, elles seront ici toutes per- 
pendiculaires au plan du grand cercle. Ainsi cette portion du 
contour de la surface trouvée (M) sera une droite, parallèle 
€Ï(d). 

Considérons maintenant l’un des intervalles pour lesquels la 
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portion du contour doit se composer d’une ligne plane située dans 
un plan (P). D’après la détermination de c-, cette portion du con- 
tour aura pour représentation plane une droite parallèle à l’un des 
axes coordonnés et sera, par conséquent, une ligne de courbure; 
d’après la valeur attribuée à cette ligne de courbure aura pour 
représentation sphérique un arc du grand cercle dont le plan est 
parallèle à (P). Donc cette portion du contour de la surface trouvée 
sera bien une courbe plane située dans un plan que la surface cou- 
pera normalement et qui sera parallèle au plan (P). 

On voit donc que, dans chaque cas particulier, la surface mi- 
nima obtenue sera limitée par une chaîne composée de droites et 
de plans, parallèles à ceux qui avaient été choisis a priori. Mais 
ici se présente une seconde question. 

27-4. Les directions des droites et des plans qui composent le 
contour de la surface obtenue sont bien celles des droites et des 
plans de la chaîne donnée. Mais la solution ne contient plus 
qu’une constante arbitraire, celle qui entre en facteur dans c cl 
qui est toujours réelle (K dans les premiers exemples, Il dans le 
dernier); et, par conséquent, elle ne peut donner que les surfaces 
limitées par un certain contour ou par tous les contours homo- 
thétiques. Or il est évident que deux chaînes, telles que celles 
considérées par M. Schwarz, ne sont pas nécessairement iden- 
tiques ou homothétiques dès qu’elles sont composées d’éléments 
parallèles. Supposons, pour fixer les idées, que le contour ne se 
compose que de droites dont la direction soit connue. Le théorème 
des projections donnera seulement trois relations entre les lon- 
gueurs des cotés. Si le nombre de ceux-ci est supérieur ù 4» si 
l’on a par exemple un hexagone, il y aura une infinité d’hexagones 
non homothétiques dont les côtés seront parallèles. 

On voit donc que les hypothèses faites précédemment sur la 
surface cherchée sont trop limitatives. Alors même qu’elles pour- 
raient être maintenues dans tous les cas, elles ne donneraient la 
solution du problème que pour des contours spéciaux. Elles pour- 
ront être acceptées et donneront certainement une solution, du 
problème quand la forme de la chaîne sera déterminée par la 
direction de ses éléments : c’est ce qui a lieu dans tous les 
exemples précédents ; mais, dans le cas où la direction des éléments 
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ne suffit plus à déterminer les rapports de leurs longueurs, elles 
seront trop spéciales et ne pourront conduire à des solutions 
générales. Il faut donc reprendre la solution du problème, exa- 
miner la signification des différentes hypothèses que nous avons 
faites et rechercher celles de ces hj^polhèses auxquelles il faut re- 
noncer. 

275. Nous avons admis que Pinlégrale cr ou f\/ 2 ^(u)du est 
une fonction finie et uniforme dans toute retendue du segment 
(M) que l'on veut déterminer. Nous allons voir que, même en 
excluant le cas où la surface (M) aurait des points singuliers, il 
faut admettre qu’il peut exister des points particuliers du segment 
(M) qui seront des points critiques de cette intégrale; en sorte 
qu’elle cessera d’être uniforme. 

Imaginons, par exemple, trois plans, désignés par les numéros 
d’ordre i, 2 , 3, se coupant suivantune droite (d) et formant ainsi 
six angles dièdres que nous supposerons égaux enti'c eux, ayant, 

par suite, pour valeur commune Construisons un segment de 

droite terminé aux plans i et 2 . SI l’on ])rend le symétrique de ce 
segment par rapport au plan 2 , puis les symétriques des deux seg- 
ments obtenus par rapport aux deux plans i et 3, on formera un 
hexagone gauche doué d’une certaine régularité, admellant la 
droite (d) pour axe de symétrie ternaire. La surface minima 
limitée par les cotés de cet hexagone jouii’a évidemment de la 
même propriété; elle sera normale en un point |jl à la droite (/'/), 
qui sera aussi pour elle un axe de symétrie ternaire. Par suite, si 
l’on porte l’origine des coordonnées au point p. en prenant la droite 
(d) pour axe des il sera impossible que le développement de 
Z suivant les puissances de a: et de y commence aux ternies du 
second degré, aucune surface du second degré a courbures oppo- 
sées n’ayant un axe de symétrie ternaire. Il n’est pas impossible, 
au contraire, que le développement de 5 commence aux termes du 
troisième degré. Le point p. ne cessera pas d’otre simple, mais 
l'équation différentielle des lignes de courbure et celle des lignes 
asymptotiques s’y présenteront sous une forme indéterminée. 

276. Il faut donc considérer ces points pour lesquels l’équalion 
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de la surface rapportée à des axes convenablement choisis prend 
la forme suivante 

c5/(j:, y) désignant un polynôme homogène de degré z, et ;z pou- 
vant être supérieur à 2. 

On verra facilement, en prenant les termes de degré moindre 
dans Féquation aux dérivées partielles des surfaces minima donnée 
au n® 176 , que l’on doit avoir 

dy^ 


En choisissant convenablement Taxe des on pourra donc 
prendre 




a désignant une constante réelle. Posons 
(21) a ?-+-74 = î, iT— 7z = Ti; 

on aura 

(20Z>W) Z = 

Th 


Les valeurs de u et de zz, relatives à Forigine peuvent être sup- 
posées nulles. Pour reconnaître comment s’expriment u et cf(zz) 
dans le voisinage de ce point, on peut employer la méthode sui- 
vante. 

L'une des lignes de longueur nulle passant par l’origine est 
représentée par les équations 


(22) 


a* ê{u)du, 

I T]= f 0(u)duj 

Jq 

-S= / u§{u)du. 


L’équation différentielle de celte ligne est d’ailleurs 
dJ^dti^ dz^ — O 
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OU, en l'emplaçant par leurs valeurs dcduilcs des formules 

j^récédenies, 

4-. . -h. . .]2. 

On tire de là, s désignant runité positive ou négative, 

4-. . -f- 4-. . 


ce qui donne pour u une valeur de la forme 

(23) K = asTjW-i 4-. . 


les termes négligés étant, par rapport à ■/;, de degré supérieur 
kn — I. Si Ton porte cette valeur de u dans l’équation 


(24) 


dr^ 


= — W2, 


on aura l’équation différentielle suivante 


d7\ 


— a2Tj2/Z~2 4- 


La valeur de S qui satisfait à celte équation et s’annule pour 
Tj = 0 sera, comme on sait, de la forme 


(25) l = r,2«-tP(rO, 

P(7,) désignant, suivant nos conventions, une série ordonnée sui- 
vant les puissances entières et positives de vi et qui ne annule 
pas pour 7) = O. On déduit de là et de la formule (aS) 

P<(’^i) ayaïit la même signification que P('/i). En résolvant par 
rapport à '/i, on trouvera 

1 1 

(26) T, = 


Si l’on différence maintenant cette équation, en remplaçant d'f[ par 
sa valeur ^{u) du^ on aura 

2 — n 1 

(27) S { u ) = m"’”‘P3(m"’-^). 

Telle est la forme de^(7/) qui convient an point considéré; et il 
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est aisé de démontrer que, réciproquement, toute valeur de celte 
forme donne un point simple pour lequel le développement de z 
a la forme ( 20 ). 

Faisons en effet 

Il = 


les formules du ii“ 191 qui définissent la surface deviendront ici 
I /'*’ 

1 = / (I— t>S«-S)p3( V)£/V, 

l -0 

(a 8 ; I y = (n — i)S{ f 

i Jo 

z = {n — i)dl f 
\ 0 

Comme p 3 (t 0 contient un terme constant, les valeurs de ûc et 
de y sont du premier degré par rapport à r cl à sa conjuguée 
On peut toujours les résoudre par rapport à et à et porter les 
valeurs obtenues dans z; les premiers termes de x» seront bien du 
degré n en x et en r. 

277. Imaginons maintenant que l’on ait représenté la surface 
cbercliée (M) sur la moitié supérieure du plan (^). Soit L la va- 
riable complexe représentée sur la moitié supérieure du plan et 
soit a la valeur de t relative au point considéx'é de (M). Les coor- 
données X ely de ce point seront développables suivant les puis- 
sances de ^ — a et de la quantité conjuguée ; et elles con- 

tiendront nécessairement les premières puissances de ces deux 
quantités. D’ailleurs, comme la variable p qui figure dans les for- 
mules ( 28 ) est le paramètre d’une ligne de longueur nulle, elle 


(*) Étant donnée une portion de surface quelconque (M) ù connexion simple, 
peut-on la représenter sur la partie supérieure du plan? La proposition qui ré- 
sulte d'une réponse aflirmative à cette question n’a pas encore été étaLlic; mais 
nous croyons, avec M. Klein, que les recherches récentes relatives au principe de 
Dirichlet pourraient, sans trop de longueurs, en fournir une démonstration ri- 
goureuse. Dans le cas des surfaces minima, elle a été énoncée dans les articles si 
souvent cités de M. Weierstrass, et l’on pourrait la faire dériver de rcxisLcnce et 
des propriétés de la représentation sphérique de la surface. Pour abréger, nous 
radnicltrons ici. 
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sera fonction soit de soit de En échangeant, si cela est né- 
cessaire, la partie inférieure et la partie supérieure du plan, on 
peut toujours supposer ç fonction de t. Cela posé, il faudra que, 
des deux intégrales 



Jq 


qui entrent dans les expressions de x et de jk et qui sont déve- 
loppables suivant les puissances de t — l’une contienne la 
première puissance de cette quantité. Ce sera évidemment celle 
qui est du degré le moins élevé, cl l’on pourra poser 


Ç p3(p)â?p = (^ — a)P(^ — a). 

Jq 


En intégrant par rapport à p et en résolvant, on déduira de cette 
équation la valeur suivante de 

(? = (? — — a), 

ou, en remplaçant par sa valeur en fonction de u, 

(29) U = (ï — a)»-'iP2(^ — a). 


Comme on connaît déjà l’expression (27) de ^(u) en on con- 
clura de l’équation précédente 


\d£ ) \du) \dt / "" 


2 rf (îfc) 



ou, en substituant, 


( 3 o) 


(^) =(^ — — «). 


Telles sont les deux formules qui permettent de déterminer la 
forme de w et de or dans le voisinage du point t = a. 11 nous reste 
à indiquer les propriétés géométriques qui en résultent, et pour 
la représentation sphérique (S), et pour la représentation 
plane (S). 


278 . Désignons par a le point de (M) qui correspond à la 
valeur a de ^ et par a' sa représentation sur la sphère ; soient |jl un 
point de la surface, très voisin de a, et p.' le point correspondant 
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de la sphère. Lorsque le point [jl décrit un petit cercle autour de a, 
l’argument de t — cl augmente de 27:. D’apres la formule ( 29 ^ 
l’argument de ii augmentera de 2(71 — 1)7^ et, par conséquent, le 
point fera n — i tours autour de a'. On voit que le point a' sera 
un point Je ramification, d’ordre 72 — 2, de la surface dcRiemann 
qui forme la représentation sphérique de (M). Aussi, dans la 
suite, donnerons-nous aux points tels que a le nom de points de 
ramification cV ordre 72 — 2 (*). Si le point a se trouve sur le 
contour de (M), le point [jl de la surface, situé dans rintéricur de 
Taire, ne pourra faire qu’un demi-tour autour de a, et cela quand 
on passera de la partie du contour qui précède a à celle qui le 
suit. Alors le point correspondant de la sphère fera seulement 72 — i 
demi-tours. 

Supposons d’abqfd n égal à 3 ou, plus généralement, n impair. 
Lorsque le point [x parcourt cette portion du contour qui est 
voisine de a, le point [jl' parcourt un arc de grand cercle passant 
par le point correspondant a'. Si le point p. décrit à l’intérieur de 
(M) un demi-cercle, en passant de la partie du contour qui pré- 
cède a à celle qui le suit, le point p.' décrira un nombre entier 
de tours, et reviendra, par conséquent, sur la partie de Tare de 
cercle qui précède a'. Il y aura donc un rebroussement dans le 
mouvement de sur l’arc de cercle. Si la portion considérée du 
contour de (M) est rectiligne, cela signifie que la normale à la 
surface, après avoir tourné dans un sens bien déterminé et tou- 
jours le même autour de la droite, commencera à tourner en sens 
contraire. Si cette partie du contour est une ligne de courbure 
plane, le mouvement de la tangente changera de sens et l’on 
passera par un point d’inflexion. 

Supposons, au contraire, n pair; il y aura un ûixvçAq stationne- 
ment dans la rotation de la normale si le contour est rectiligne, 
et un sommet de la courbe si le contour est une ligne de cour- 
bure plane. 

279. Relativement à la représentation plane ( 2 ) définie par la 


(*) Riemana s’est borné à considérer le cas où /z = 3, en indiquant que les 
points les plus généraux peuvent être formés par la réunion de plusieurs de ces 
points particuliers. 
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fonction o-, on peut obtenir des conclusions tout aussi précises. 

Si n est impair et si le point a est dans l’intérieur de Paire, on 
aura, d’après la formule (So), un point critique t=a pour Pinlé- 
grale o-. Par conséquent, cette intégrale sera multiforme, et la 
représentation plane se composera d’une série de portions se 
reproduisant périodiquement. On voit ainsi que V hypothèse d\ine 
représentation plane parfaitement limitée ne saurait contenir 
à tous les cas. Si le pointa est sur le contour de Paire, la fonction 
0 - cessera d’être multiforme, mais son argument augmentera de 

lorsque t passera par la valeur a. Par conséquent, la 

portion du contour de (M) sur laquelle se trouve le point a, au 
lieu d’être représentée par une seule droite, le sera par deux seg- 
ments perpendiculaires l’un à Pauti'e. 

Supposons, au contraire, n pair. Si le point a est dans Pin- 
térieur de Paire, la représentation plane (S) admettra un point 

de ramification d’ordre ^ — i. Si le point a est sur le contour, il 

y aura simplement un stationnement ou un rebroussement sur la 
ligne droite parcourue par le point de (S). 

280. Il nous reste maintenant à examiner les modifications, 
d’ailleurs très simples, qu’il faudra faire subir à la méthode géné- 
rale par laquelle nous avons déterminé les deux fonctions u et o-. 
Si l’on reprend la suite de raisonnements développée au Cha- 
pitre IV du Livre II, et si l’on tient compte des singularités qui 
résultent pour u et pour o- de la présence des points de ramifi- 
cation, on verra que chaque point de ramification d’ordre n — 2 

Tt 

(«0 étant la quantité conjuguée de a), s’il est situé dans l’intérieur 
de Paire, ou le facteur 

s’il est situé sur le contour et si, par conséquent, a est réel. 
D’ailleurs le degré total de devra toujours être égal à —4 


introduira simplement dans ^ 


^ le facteur 
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lorsque la valeur r = oo ne correspondra ni à un sommet, ni à un 
point de ramification. 

Pour déterminer la fonction il faudra ajouter à l’expression 
de \ ii, donnée au n® 134, des termes tels que les suivants 

T i — (n — 0* _/?_ T — 0^ ^ /il) 

â — a)^ ^ t — *2 {t — «0 t — «0 ’ 

si le point de ramification est dans l’intérieur de (M), et seulement 
la moitié de ces termes 

1 I — (n — ly h 

2 t? — ay t — 

si le point se trouve sur le contour. Quant aux angles du polygone 
sphérique et aux valeurs de /?, on les déterminera dans chaque cas 
en se faisant une idée de la forme de la surface cherchée, c’est- 
à-dire en résolvant, pour éviter des tâtonnements, un problème 
plus ou moins difficile de géométrie de situation. On pourra 
étudier à ce point de vue l’exemple donné au n® 27S : si l’on veut 
déterminer la représentation sphérique de la surface, on peut 
hésiter entre deux hexagones; mais on reconnaît aisément, et de 
différentes manières, qu’il faut choisir celui qui fait deux fois le 
tour de la sphère. 

Nous ne développerons pas davantage la méthode précédente 
qui présente encore des lacunes et qu’il n’est nécessaire d’em- 
ployer que pour un seul des exemples traités par Ricmann, le 
troisième de ceux qui sont signalés au n® 262. Dans le Chapitre 
suivant, nous allons proposer une autre solution, qui sc rapproche 
peut-être de celle de M. Weierstrass, et qui repose dans tous les 
cas sur de belles formules dues à cet illustre géomètre. 
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CHAPITRE XI. 


LES FORMULES DE M. WEIERSTRASS. 


Forme nouvelle, duc à U. Wcicrstrass, sous laquelle on peut mettre les équa- 
tions qui définissent une surface minima. — Formules relatives à une transfor- 
mation de coordonnées ou à un déplacement de la surface. — Équation linéaire 
du second ordre à laquelle satisfont les deux fonctions G et H. — Définition 
d’une famille de surfaces minima. — Application à la détermination de la sur- 
face minima passant par un contour donné. — Formation de l’équation linéaire 
correspondante à cette surface. — Indication des questions qui resteront à ré- 
soudre après la formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la 
famille de surfaces minima définie par cette équation. 


281. Reprenons les équations du n° 191 

y — du, 

^ Z = ^ J* u) du, 


qui définissent une surface minima réelle, et supposons que l’on 
substitue à la variable indépendante u une fonction quelconque 
t de u. Si l’on veut éCudier, par exemple, une portion limitée de 
la surface, à connexion simple, et si on la suppose représentée sur 
la partie supérieure du plan, t pourra être l’affixe du point du 
plan qui correspond au point de la surface; mais, pour le mo- 
ment, nous supposerons que la nouvelle variable t ait été choisie 
d’une manière quelconque. Cela posé, si l’on introduit les nota- 
tions nouvelles 




u 


G(t) 


^(u) du= — ill^(t) dt, 
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les équations 


r3) 


(i) prendront la forme suivante 

y = r5lf [G»(0 + H»(0]*, 
;ï =2 Si j 2éG{t)E(t)d£, 


qui a été donnée par M. Weierstrass (*). 

Des formules (a), qui serventde définition à H(^) et à G(^), on 
déduit les suivantes 

(4) :^(u)= hG'— GH' 
et 

(4a) :^(u)du^ = z(UG'—GE' )dt^t 

G' et H' désignant les dérivées de G et de H par rapport à ê. Par 
suite, la fonction c définie dans le Chapitre précédent aura ici 
pour expression 

(5) /2i(HG'-GH'}c^«; 

l’équation difierentielle des lignes asjmpto tiques (n® 197) de- 
viendra 

<6) î*(HG'— GHO dfi = ü, 


et celle des lignes de courbure sera, de même, 

(7) riîl(HG'— = 

Nous allons maintenant chercher comment se transforment, 
avec les notations nouvelles, les équations relatives à un déplace- 
ment de la surface ou à un changement d’axes coordonnés. 


282. Reprenons les formules, données aux n°* 198, 199, 


( 8 ) 


mv -f- n 


g( 9 )=^iu) 


8s 


(') Monatsberichte der K, P. Akademie^ p. 6ia et suiv.; i866. 



LES FORMULES DE M. WEIERSTRASS. 


455 

qui définissent le déplacement. On peut écrire la seconde sous la 
forme 

( 9 ) = 7 i{u)du, 

' {mQ-~noV)^ ^ ' 

Si Ton désigne par G 4 (^), H^(t) les valeurs nouvelles de G(^), 
H(^), c’est-à-dire les valeurs de ces fonctions relatives à la sur- 
face déplacée, on aura, d’après la définition même de ces quan- 
tités, 


En portant ces valeurs dans la première équation (8) et dans 
l’équation (g), on trouvera 

G(ï) _ mGi(t) — /iHifg) 

H(^) “ 7?IoHi(JÎ)H-71oGi(^)^ 

oH3(OHf(0 


HKO = 




ou, plus simplement, 


(H) 


G(o = -^.Gi(o—^ 11.(0. 

/o yo 

H(0 = -^Gi(<)+^n,(o, 

y O yo 


le radical pouvant être pris, soit avec le signe -Hj soit avec le 
signe — . Ce double signe devait naturellement se présenter; car 
la forme (3) donnée aux équations qui définissent la surface n’est 
pas altérée si l’on change à la fois le signe de H et celui de G. 

Comme 0 désigne, dans les formules précédenles (n° 198), le 
déterminant 

77l7?lo -i- JITIqj 


on voit que le déterminant de la substitution linéaire définie 
par les formules (n) est toujours égal à V unité. De là résulte 
le théorème suivant : 

Un déplacement de la surface minima, ou plutôt un déplace- 
ment de la courbe minima définie par les équations 

(la) a;=s/(G«— r = /(G*+Hs)*, Æ = /atGIIrff, 
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se traduit par une substitution linéaire, au déterminant -j - 1 ^ 
effectuée sur G (0 etïl(t), £[4 et G^ désignant les nouvelles 
valeurs de H et de G, on a 

G(^;==-^Gx(0--^.H,(0, 

/o /o 

H(o=^;Gi(O+^n>(0; 

/o /o 

si le déplacement est réel, et sont respectivement les ima-- 
ginaires conjuguées de m et de n. 


283. La proposition si simple que nous venons d’établir conduit 
immédiatement à une conséquence importante. Formons l’équa- 
tion du second ordre 


ri3) 




.^_+g,0=O, 


qui admet comme solutions particulières les deux fonctions G(^) 
etH(^); il résulte du théorème précédent que cette équation de- 
meurera la même lorsqu’on déplacera la surface d’une manière quel- 
conque dans l’espace. Il est donc naturel de se proposer la ques- 
tion suivante : 

Considérons une équation linéaire du second ordre donnée a 
priori, et prenons pour G(^) et H(^) deux solutions particulières 
quelconques de cette équation. On aura ainsi une infinité de sur- 
faces minima qui dépendront de quatre constantes arbitraires, pou- 
vant être imaginaires. Nous dirons que ces surfaces forment une 
même famille. Peut-on passer d’une de ces surfaces à toute autre 
par un simple déplacement? Ou, s’il n’en est pas ainsi, quelles 
sont les relations géométriques entre les différentes surfaces de la 
même famille ? 

Pour répondre à cette question, il suffit de remarquer que l’on 
passe d’une des surfaces à toute autre de la même famille en effec- 
tuant sur G et H la substitution linéaire la plus générale. Or une 
telle substitution résulte toujours de la composition des deux sui- 
vantes 


et 


G = aGi, 

H = aHi 

G = e^“Gi, 

H = 
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OÙ a el a désignent des quantités réelles, avec une substitution 
quelconque au déterminant + 1 . 

La première de ces trois substitutions définit une transformation 
homothétique à pôle et à module réel, suivie, si l’on veut, d’une 
translation. Elle aura donc pour efiet de remplacer la surface 
minima par une surface homothétique. 

La seconde définit une transformation homothétique à pôle réel 
et à module imaginaire; en sorte que les modules des deux trans- 
formations appliquées aux deux courbes minima dont la transla- 
tion engendre la surface sont imaginaires conjugués. Si l’on se 
reporte au commencement du Chapitre V, on reconnaît immédia- 
tement que les surfaces obtenues sont les surfaces associées à la 
surface primitive. On aura, en particulier, la surface adjointe si 
l’on prend 

(i4) = Hi = /7h. 

Enfin la substitution au déterminant -h i définit un déplacement 
qui est généralement imaginaire. 

En réunissant les résultats précédents, nous obtenons la réponse 
suivante à la question proposée. 

Toutes les surfaces réelles d’une même famille se déduisent de 
l’une d’elles par l’emploi des deux opérations suivantes : transfor- 
mations homothétiques à pôle réel et à modules imaginaires con- 
jugués, appliquées respectivement aux deux courbes minima dont 
la translation engendre la surface; déplacements imaginaires con- 
jugués respectivement appliqués à ces deux courbes. La première 
de ces opérations donne les surfaces homothétiques des surfaces 
associées à la proposée. Quant à la seconde, elle n’a pas encore 
été étudiée avec tout le soin qu’elle paraît mériter. En général, 
l’étude des surfaces minima qui correspondent à une même équa- 
tion linéaire du second ordre présenterait, au point de vue analy- 
tique aussi bien qu’au point de vue géométrique, un très grand in- 
térêt. 

284. Nous venons de voir qu’un déplacement de la surface se 
traduit par une substitution linéaire, au déterminant 4- 1 , effectuée 
sur G et H; on reconnaît aisément que l’opération plus complexe 
par laquelle, après avoir déplacé la surface, on prend sa symétrique 
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pax rapport à un plan, se traduit de même par la substitution, au 
déterminant — i , 

(i5) ' 

|h(0 = ^g,(0-^h,(0, 

1 /o V'^ 

OÙ 77Zo, riQ sont les conjuguées de m et de n quand la transforma- 
tion est réelle. 

Pour obtenir, en effet, par rapport à un plan donné (P), la sy- 
métrique (F^ ) d’une figure (F) que l’on a déplacée d’abord d’une 
manière quelconque, on peut évidemment prendre la symétrique 
(F') de (F) par rapport à un plan particulier et soumettre ensuite 
(F^) à un déplacement convenablement choisi. Or, si l’on effectue 
ici la transformation 

G(0 = G,(ï), H(0=:~H8(0, 

la coordonnée z de la surface change seule (le signe, et cette sur- 
face est remplacée par sa symétrique relativement au plan des xy. 
Si l’on applique ensuite à Gg et à H 2 les transformations qui ca- 
ractérisent un déplacement réel, on obtient effectivement la sub- 
stitution, de déterminant — i , définie par les formules (i 5). 

Nous aurons à employer dans la suite les formes canoniques 
des substitutions linéaires (ii) et ( 10 ); on les obtient sans diffi- 
culté de la manière suivante. 

Nous avons déjà remarqué que, si l’on considère la rotation dé- 
finie par la substitution linéaire 

mp -h n 

U— 

WqP 

et si l’on prend pour axe des jz l’axe de cette rotation, on doit faire 
n = 7io=o, m^e 2 ^ 7?io = e 

a désignant l’angle de la rotation. Si l’on introduit ces hypothèses 
dans les formules (i i) et (i5), on trouvera 

G(0 = Ee~'rG»(0. 

H(<) = Ee'? Hi(0, 
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pour la forme canonique de la substitution (i i), et 

G(t) = s6 2 
« 

H(0=-se‘s Hi(0. 

pour la forme canonique de la substitution (i5). Dans ces deux 
systèmes de formules, e désigne l’unité positive ou négative. Les 
dernières mettent en évidence le théorème suivant, auquel on 
parvient aussi par la Géométrie : Tout déplacement suivi d’une 
transformation par symétrie relative à un plan quelconque équi- 
vaut à une rotation d’angle fini autour d’une droite, suivie d’une 
transformation par symétrie relative à un plan perpendiculaire à 
la droite. 

â8o- Nous allons appliquer les remarques précédentes à la ré- 
solution du problème étudié dans le Chapitre précédent, c’est- 
à-dire à la détermination du segment de surface minima (M) 
limité par la chaîne de plans et de droites qui a été déjà définie; 
mais nous présenterons d’abord la remarque suivante, qui sim- 
plifiera la solution. 

Imaginons le segment de surface (N), adjoint à (M), et chez’- 
chons comment il sera limité. D’après les propriétés données au 
Chapitre V (n° 211), les plans tangents aux points corx'espondants 
des deux segments seront parallèles, cl deux éléments correspon- 
dants seront toujours perpendiculaires. Il suit delà qu’à une droite 
(d) limitant (M) correspondra nécessairement sur (N) une courbe 

) dont les tangentes seront perpendiculaires à la droite. La 
courbe (C) sera donc située dans un plan (P) perpendiculaire à la 
droite^ et le plan tangent à (N) en chaque point de ccLte courbe 
sera nécessairement parallèle à la droite (r/), c’est-à-dire perpen- 
diculaire au plan (P). Ainsi, à chaque droite (rf), limite de (M), 
correspond une courbe plane (C), limite de (N); et cette courbe 
est située dans un plan que la surface doit couper normalement. 

On démontrera tout aussi facilement qu’à chaque courbe plane, 
limite de (M), correspond une droite, limite de (N); et l’on peut 
énoncer la proposition suivante : 

Le segment adjoint (N) est limité par une chaîne toute pa-- 
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reille à celle qui limite (JA)\deiix éléments correspondants des 
deux chaînes sont toujours espèce différente et sont perpen-- 
diculaires Vun à Vautre. 


Gela posé, considérons la représentation conforme du segment 
(M) sur la partie supérieure du plan; et prenons maintenant pour 
t la variable complexe qui réalise cette transformation, c’est- 
à-dire l’affixe du point de la partie supérieure du plan qui corres- 
pond au point de la surface; G(ï) et H(^) seront alors des fonc- 
tions qu’il faudra déterminer, au moins pour toutes les valeurs dé 
t dont la partie imaginaire est positive. Nous avons vu que, si l’on 
passe au segment adjoint (N), il faut les multiplier l’une et l’autre 
par sfi. 

Formons l’équation du second ordre 


(16) 


dt^ 




dt 


• 5^0 = 


O, 


à laquelle satisfont G et H. Les coefficients p c\. q sont des fonc- 
tions de t déterminées par les formules 

(17) P- gH' — HG'’ GH'-HG' ■ 

D’après les remarques précédentes, ces fonctions nouvelles ne 
changent pas lorsqu’on déplace la surface (M), ou lorsqu’on la 
remplace par son adjointe. Ces propriétés sont très importantes 
au point de vue de la question que nous avons à résoudre; elles 
permettent de substituer, avec de grands avantages, l’étude des 
fonctions p el q k celle de G et de H; on pourra, en effet, dans 
l’étude de p et de gr, orienter le contour donné de la manière qui 
sera le plus commode, ou encore substituer au segment (M) le 
segment adjoint (N). 


286. Prenons d’abord un point à l’intérieur de (M), correspon- 
dant à une valeur imaginaire a de t. On peut choisir ce point 
pour origine et prendre pour axe des s la normale en ce point; les 
coordonnées ^ d’un point voisin de la surface seront déve- 
loppables suivant les puissances de t — a et de la quantité* con- 
juguée — a\ \ et les premières puissances de ces deux binômes 
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devront apparaître dans l’un au moins de ces développements. 
Par suite, les trois intégrales 

f'G^£)dt, f' Q{t)R{t)dt, f^H^Ct)d£ 

J a J a J a 

seront développables suivant les puissances entières de £ — «jetTun 
des deux développements au moins devra contenir la première 
puissance de £ — a. Comme la variable u doit être nulle ou infinie 
à l’origine, d’après la direction attribuée à Taxe des il résulte de 
l’expression (2) de wque l’une des fonctions G(^), H(^) sera infi- 
niment petite par rapport à l’autre. Soit, pour fixer les idées, H(f) 
celle dont le degré est le moins élevé. La dernière des trois inté- 
grales précédentes sera celle qui aura le moindre degré et qui 
contiendra, par conséquent, la première puissance de t — a. On 
pourra donc écrire 

Ç = (^ — a)P(i — a), 

^ a 

OU, en difFérentiant, 

( 18 ) H(0 = P(«-«), 


P ayant la signification que nous lui avons toujours donnée, c’est- 
à-dire représentant une série ordonnée suivant les puissances 
positives de t — a et ne s’annulant pas pour t — a. 

Quant à G(Q, il sera déterminé par la formule 



= — a); 


d’où l’on déduira, par la différentiation et la substitution de la 
valeur de H, 

(iSa) G(0 = (^ — <»)""‘P(^ — «), 

n étant un nombre entier au moins égal à 2. 

D’après ces développements, on voit que le point f = a est né- 
cessairement un point ordinaire de l’équation linéaire toutes les 
fois que ii est égal à 2. Si est égal ou supérieur à 3 , ce sera au 
contraire un point à apparence singulière. Le point corres- 
pondant du segment (M) sera alors un de ceux auxquels nous 
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avons donné (n° 278) le nom de points de ramification. Eu 
réunissant les deux cas, nous 2 :)ouvons énoncer celle première 
proposilion : 

U équation linéaire n'aura que des points ordinaires ou des 
points à apparence singulière pour toutes les valeurs de l qui 
sont représentées par des points de la partie supérieure du 
plan. 

Si, des expressions de G et de H, on déduil celles de p el de q^ 
on irouvera 



les coeffîcienls A, A, B, ... pouvant être nuis. On aura de 
même, en substituant les valeurs de G et de II dans les équations 
( 2 ) et(5), 

(I9a) K = = 

287. Examinons maintenant les points situés sur le contour de 
(M), et supposons d’abord que la portion du contour considérée 
soit une droite (rf). Choisissons les axes de telle manière que (^/) 
soit parallèle à Taxe des Si Ton se déplace sur la droite, t 
prendra des valeurs réelles comprises entre les deux valeurs 

qni correspondent aux deux sommets du contour situés sur 
(rf), et les diflférentielles dx^ dz devront être milles. On sera ainsi 
conduit aux deux équations 

Si i(Ga — H2; = O, Si iOîi = 0 , 

ou, en désignant par G J et les imaginaires conjuguées de G et 
de H, 

G2 - H2 = Gf — Hf, 

GH== GiHi. 

On déduit de là Tun des systèmes 

j G = 6 Gx, ( G==~eïHi, 

= (H= sïGi, 
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OÙ £ désigne l’unité, positive ou négative. Le second doit cire 
écarté; car il conduirait à l’équation impossible 

GGi -h- HHi = O, 

et d’ailleux's il donnerait dy— o. Il reste donc seulement le pre- 
mier, d’où l’on conclut que les quantités 

(1— sWtc (1— ejiTc 

e G, e * II 

sont égales à leurs conjuguées et sont, par conséquent, réelles. 

Ainsi l’équation linéaire doit admettre, pour toutes les valeurs 
réelles de t comprises entre ah et ^^+<3 deux solutions particuUcres 
réelles. . 

La même conclusion a lieu lorsque la partie considérée du con- 
tour est une des courbes planes situées dans les plans que la sur- 
face doit couper normalement; car il suffit alors (n*^ 285 ), pour 
retrouver le cas précédent, de passer à la surface adjointe et de 
remplacer G, H par G\/^, Hy/?. On est ainsi conduit à la règle 
suivante : 

Si la portion considérée du contour est une droite, supposons 
que l’axe des j/* ait été choisi parallèle à cette droite; si elle est une 
courbe plane, supposons que l’axe des y soit perpendiculaire au 
plan de cette courbe ; et soient G(^), H(^) les solutions particu- 
lières relatives à cette position des axes coordonnés. Les inté- 
grales 

seront réelles sur toute la partie considérée du contour, n étant 
un nombre entier, qui sera pair si la portion du contour est 
rectiligne et impair si elle est simplement plane. 

Il suit de là que, si l’on considère une chaîne composée de s 
éléments et si l’on désigne par a^, «2, .. ., a, les valeurs de t rela- 
tives aux divers sommets de cette chaîne, l’équation linéaire ad- 
mettra deux solutions particulières réelles pour chacun des inter- 
valles {a^az)-^ {cLs-\Cis\ («50oa^), c’est-à-dire pour 

toutes les valeurs réelles de U Donc les fonctions p et q de la 
variable t seront nécessairement réelles pour toutes les valeurs 
réelles de t. 
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288. On peut déduire des résultats précédents d’autres consé- 
quences en adoptant la méthode de prolongement analytique due 
à Riemann et à M. Schwarz et développée au n° 130. Nous avons 
vu que, si une fonction est déterminée pour la partie supérieure 
du plan et si elle est réelle pour des valeurs réelles de elle peut 
être définie pour la partie inférieure du plan par la convention que 
les valeurs de la fonction relatives à deux valeurs imaginaires con- 
juguées de t soient elles-mêmes imaginaires conjuguées. 

Appliquons cette méthode aux deux intégrales 

qui ont été reconnues réelles; mais supposons que l’on passe de 
la partie supérieure à la partie inférieure du plan, seulement en 
franchissant la portion de l’axe réel qui est comprise entre les deux 
points ajty «a+i et qui correspond à la portion spécialement con- 
sidérée du contour. Nous allons montrer que le prolongement 
analytique des deux intégrales donne un segment de surface mi- 
niraa (MJ) qui est précisément le symétrique de (M) par rapport 
à la droite ou au plan de la chaîne; de plus, deux points des deux 
segments placés symétriquement par rapport à l’élément de la 
chaîne correspondent à des valeurs imaginaires conjuguées de t. 
Pour plus de netteté, supposons que cet élément de la chaîne soit 
une droite; alors on pourra poser 

TtiTZ 

Q{t) = e ^ git), 

nii: 

II(ï) = e » h{t), 

g et h étant réelles pour des valeurs réelles de ï et n étant entier. 

Le segment de surface qui correspond aux valeurs ti de t re- 
présentées dans la partie inférieure du plan sera défini par les 
formules 

I X = — A»(«i)] dtu 

(20) - y = <Sl/(— + dh. 

Si l’on change i en — i dans les expressions soumises au signe 
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(R, ce qui ne change pas les parties réelles, on a 

/ X = R/(“- 1 t O — ( 01 

( 21 ) I = 

f 5 = R/(— i)"-^i2zXi )/K0^^- 

Ce sont les formules qui conviennent au segment (M), mais où 
l’on aurait changé le signe de x et de jz. On obtient donc, comme 
nous l’avons annoncé, le segment symétrique de (M) par rapport 
à la droite considérée du contour. 

Les intégrales g{t)j /i(t) de l’équation différentielle étant des 
fonctions linéaires connues des deux intégrales qui correspondent 
à une position déterminée, toujours la même, de (M) par rapport 
aux axes, on voit que ces deux intégrales peuvent être prolongées 
analytiquement; mais il y aura autant de prolongements analytiques 
qu’il, y a d’éléments au contour. Si l’on passe de la partie supé- 
rieure du plan à la partie inférieure en traversant le segment 
de l’axe réel, on obtiendra un segment (M®) symétrique de 
(M) par rapport au premier élément de la chaîne qui détermine 
le contour; si l’on traverse le segment on obtiendra lo 

segment (MS) symétrique de (M) par rapport au second élé- 
ment de la chaîne, et ainsi de suites si l’on traverse enfin hî 
dernier segment asooa^ on aura le segment (M°) symé- 
trique de (M) par rapport au 5^““° et dernier élément du con- 
tour. Dans tous ces segments, le point syméti'iquc d’un même 
point de (M) correspond à une même valeur de t, et cette 
valeur est imaginaire conjuguée de celle qui définit le point 
de (M). 

On obtient ainsi s prolongements analytiques différents des 
fondons G(0? H(^); mais, comme ces prolongements donnent 
des segments tous symétriques de (M) et qui peuvent, par con- 
séquent, se déduire les uns des autres, soit par des déplacements, 
soit par des déplacements suivis d’une transformation par sy- 
métrie relative à un plan, on doit conclure de la proposition du 
n® 282 que les divers systèmes de valeurs de G et de H 
ainsi définis s’obtiendront en combinant linéairement les va- 
D. — I. 


3o 
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leurs de G et de H relatives à Tiin quelconque d’entre eux ('). 

Par suite, Téqualion linéaire (ï 6) demeurera la même pour tous 
ces segments, ou, ce qui est la même chose, les fonctions p elq 
ne peuvent être prolongées analytiquement que d’une seule ma- 
nière. En d’autres termes, les fonctions p et q doü''ent être uni- 
formes dans toute V étendue du plan. Elles sont réelles pour des 
valeurs réelles de et prennent des valeurs imaginaires eonjuguées 
lorsqu’on substitue à t des valeurs imaginaires conjuguées. Comme, 
d’après les propriétés du prolongement analytique (n° 130), les 
fonctions G et H ne cessent pas d’être développables en séries 
entières pour les différents points du contour qui ne sont pas des 
sommets, on voit qu’en dehors de ces sommets Téqualion linéaire 
ne peut avoir que des points ordinaires, ou des points à apparence 
singulière-, et même, si l’on exclut l’hypothèse de points mul- 
tiples de la surface situés sur le contour, une des intégrales parti- 
culières devra rester finie pour chacun de ces points. 

En résumé, V équation linéaire dont dépend la solution du 
problème doit avoir ses coefficients uniformes dans toute Vé^ 
tendue du plan, et réels pour des valeurs réelles de t. Si Von 
exclut les valeurs t = ak qui correspondent aux sommets du 
contour^ elle ne peut avoir que des points à apparence singu- 
lière pour lesquels une des deux intégrales particulières 
demeure finie et différente de zéro. 


(*) S’il subsistait un doute sur ce point, on pourrait le lever de la manière 
suivante : 

Nous avons vu que, pour chacun des intervalles il existe deux inté- 

grales de réquation linéaire qui sont réelles pour les valeurs réelles de t comT 
prises dans l’intervalle et qui, par suite, prennent des valeurs imaginaires con- 
juguées pour des valeurs imaginaires conjuguées de t lorsqu’on les i)rolonge ù 
travers l’intervalle 

Il suit de là que Ton peut prolonger analytiquement deux intégrales quelconques 
de réquation linéaire, et cela d’autant de manières qu’il y a d’intervalles difTé- 
rents. Chacun de ces prolongements donnera évidemment pour G(«,) et 
éUnt imaginaire conjuguée de des fonctions linéaires 

des quantités G, et H, qui sont les imaginaires conjuguées de G(«), Par 
suite, les diflférents systèmes de valeurs de G («J, H(^,) s’obtiendront en com- 
binant linéairement l’un quelconque d'entre eux. 
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Les points à apparence singulière pourront être rcels; mais, s’ils 
sont imaginaires, ils seront placés symétriquement par rapport à 
Taxe réel. 


289 . Si le point correspondant à la valeur 00 de ^ n’est pas un 
des sommets de la chaîne qui limite le contour, il est aisé de re- 
connaître quelle sera la forme de /? et ÿ dans le domaine de Tin- 
fini. Il suffit, pour cela, de faire la remarque suivante : 

Soient t une variable quelconque et G(^), H(^) les deux fonc- 
tions qui déterminent la surface minima; si Ton substitue à t une 
nouvelle variable t\ les nouvelles valeurs de G et de H seront 



D’après cela, si nous désignons par a une valeur réelle de t qui 
détermine un point ordinaire de l’équation différentielle, cette 
équation admettra deux solutions de la forme 

P(ï — a), (^ — a)Pi(? — a); 

si Ton effectue la substitution réelle 


t — a = 


I 

? 


et si Ton applique la règle que nous venons d’énoncer, on trouvera 
les deux solutions 



qui caractérisent Je cas où le point t = zc n’est ni un sommet du 
contour, ni un point à apparence singulière. En portant ces deux 
solutions dans les formules (r7), on trouvera, pour les valeurs de 
P et de gr, 


(22) 


/? =“ 


I 




Il faut remarquer l’égalité des coefficients de ^ dans et de ^ 
dans gr. 
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290. Il reste donc, pour terminer cette discussion, à examiner 
quelle est la forme des intégrales G, H et des coefficients /;, q dans 
le voisinage des valeurs t = aji qui correspondent aux sommets de 
la chaîne. On peut employer pour cela deux méthodes différentes. 
Voici la première : 

Soit {Jig- 24 ) ^ un point compris dans la partie supérieure du 
plan, auquel correspond un point /?^ de(]\I); soit le point sy- 
métrique de t par rapport à Taxe réel. Si l’on passe de t à par 


ai-i 


Fig. 24. 





le chemin qui coupe Taxe entre on doit passer, sur 

la surface, du point m au point nZi qui estl’homologue ou le symé- 
trique de m dans le segment (MJ). Si, au contraire, on suit Je 
chemin i P qui coupe Taxe réel entre et on obtiendra 
le point symétrique de m dans le segment Il suit de là 

que le lacet tt effectuera sur les deux intégi’alcs particulières 
relatives au segment précisément la substitution linéaire 

par laquelle on passe de ce segment au suivant (MJ). 

Les deux formes canoniques de cette substitution ont été don- 
nées au n® 284. Elles sont contenues dans les deux systèmes sui- 


vants 



(a3) • 1 

1 G(0 = 


! H(0 = 

H,(0, 

(24) j 

i G(0 = 


! 11(0=- 

IIiCO. 


qui conviennent, le premier au cas où les deux éléments du con- 
tour qui se croisent au sommet sont de même espèce, le second 
au cas où ces éléments sont d’espèce différente. On déduit immé- 
diatement de là qu’il existe, pour le point critique deux in té- 
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grales G et H telles que les produits 

a __cc 

{t — a/cyG, (t — a^) 2 11 

pour le premier cas, et 

a i-ct 

(t — a/,yG, (t’-a/,) -i II 

pour le second, soient des fonctions uniformes dans le domaine 
du point cif,. 

Comme les quadratures 

fG^dt, / GH dt, /Huit, 

qui entrent dans les équations par lesquelles se détermine la sur- 
face, ne peuvent devenir infinies ou indéterminées dans le voisi- 
nage de la valeur il est inadmissible que les fonctions uniformes 
auxquelles nous sommes conduits admettent le point comme 
point singulier essentiel. Ce point ne peut être qu’un pôle et, 
par suite, V équation linéaire devra admettre deux intégrales 
régulières à exposants réels. On voit même que la somme des 
exposants de ces deux intégrales sera un nombre entier ou la 
moitié d’un nombre impair, suivant que les éléments du contour 
qui se réunissent au sommet considéré sont de môme espèce ou 
d’espèce différente. 

291. On peut encore établir tous ces l'ésultats en utilisant les 
deux représentations conformes de (M). Supposons seulement que 
la portion de (M) infiniment voisine du sommet afç ait une repré- 
sentation sphérique (S) et une représentation plane (S) parfai- 
tement définies. Alors, en suivant la marche indiquée aux n®® 131 
et 133 et appliquée déjà dans le Chapitre précédent, on reconnaît 
qu’avec des axes convenablement choisis la valeur de dans le 
voisinage du point t = ak, est 

U = — — «aO» 

étant l’angle dont il faut faire tourner l’un des côtés du con- 
tour dans la^représentation sphérique (S) pour l’appliquer sur le 
suivant, en restant toujours dans la surface de Riemann qui sert 
de représentation sphérique à (M). De même, dans la représenta- 
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tion plane (2) définie au Chapitre précédent, il faudra faire tourner 
l’un des côtés du contour d’un angle n j pour l’appliquer sur le 

suivant j n sera pair si les deux éléments consécutifs sont de même 
espèce, c’est-à-dire si les portions du contour qui se réunissent 
au sommet sont toutes deux des droites ou toutes deux des lignes 
de courbure planes; il sera impair dans le cas contraire. On aura 
donc 

n 

az= (? — — ff^). 

Ces deux valeurs de u et de <t permettent de déterminer deux inté- 
grales particulières Q{t) etH(/). On déduit en effet des formules 
(a) et (3) les valeurs suivantes 

,.5; G=-t/î-^, ü=i/l-j£L= 

V \/dudt V s/dudt 

de G et de II. En y portant les développemenls en série obtenus 
pour (T et pour on trouve les expressions 

OCjL 

G=:(/ — aA) ^ 2 P (/ — aA-), 

H=(^ — d7A’) ^ *Pi(^ — «a), 

qui mettent en évidence la forme régulière de G et de PL II sera 
plus commode d’écrire par la suite 

)«=«—*)* ‘f 

( «A-)^ ®Pl(^— «A’)* 

Le nouveau nombre entier rik se déterminera d’ailleurs comme 
l’ancien . 11 sera pair si les deux côtés consécutifs du contour sont 
de même nature : nous dirons alors que le sommet considéré est 
de première espèce. Il sera impair si les deux côtés consécutifs 
sont de nature différente : nous dirons alors que le sommet est 
de seconde espèce. 

Des expressions de G et de H, on déduit par les formules ( 17 ) 
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celles de p et de q. On a ainsi 


P = hA-h-B( / — 

i CLJi 


3 

i6 4 


— t--aA 


4- Al -h Bi ( / — Cli‘) 4- . . . , 


A, B, hff^ A,, B,, ... étant des coefficients qui pourront être 
nuis, mais sont évidemment réels. 


292. Les formules précédentes dépendent de nombres entiers 
qu’il ne sera pas toujours facile de fixer a priori. Nous donnerons 
plus loin des relations auxquelles ils doivent satisfaire; mais il ne 
sera pas inutile de montrer comment on peut les déterminer im- 
médiatement lorsqu’on a une idée nette et une vue générale de la 
surface cherchée. 

D’abord sera déterminé sans ambiguïté si l’on aperçoit nette- 
ment la représentation sphérique de la surface. 

En ce qui concerne remarquons d’abord que, si le sommet 
considéré est à distance finie, il faudra que les intégrales 

demeurent finies pour a^. Cela donne la relation d’inégalité 


qui devra toujours être vérifiée. 

D’autre part, si l’on néglige les termes de degré supérieur, 
l’équation de la surface dans le voisinage du point a/i est de la 
forme 

a? = cÎIAï(^ — «a)® 

Æ =0, 

A étant une constante quelconque réelle ou imaginaire. Par con 
séquent, lorsque la variable t décrira, dans la partie supérieure 
du plan, un demi-cercle infiniment petit autour du point le 
point correspondant de la surface décrira un petit arc de cercle 




égal à 
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Cet angle est donc celui dont tourne le rayon vecteur qui joint le 
point de la surface au sommet infiniment voisin quand on passe 
d’un côté du contour au suivant. Il est évidemment connu si l’on 
a une idée générale de la forme de la surface; sa valeur suffira à 
déterminer 

293 . Les formes de G, H, /?, q étant déterminées dans le voi- 
sinage de tous les points du plan, il est aisé maintenant d’obtenir 
les expressions générales de p et de cj. Désignons par la lettre b 
les valeurs de t qui correspondent aux points à apparence singu- 
lière réels et par ni ^ A' les valeurs correspondantes de l’exposant et 
du coefficient h qui figurent dans les formules (19). Désignons de 
même par les lettres c, les valeurs de t imaginaires conjuguées 
correspondantes aux différents points à apparence singulière qui 
sont deux à deux imaginaires conjugués, et soient de même /i", 
A” les valeurs de l’entier n et de la constante h relatives à ces 
points. D’après les résultats établis plus haut et les formules (19), 
(27^ les deux fonctions 



demeureront finies et continues pour toutes les valeurs finies de t\ 
elles deviennent d’ailleurs nuUes, d’après les formules (22), pour 
/ = oc. Ces deux fonctions seront donc milles pour toutes les va- 
leurs de ty et Ton pourra poser 
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Il faudra de plus, pour que les fonctions p ci q admettent la 
forme (22) dans le domaine de l’infini, que les constantes satis- 
fassent aux équations 

2 ■■ 

( 3 o) / 2 [-jf - J + «aAx] 

2[(t - f 

= 2 ^t— ^^«*-1-2(2 — ra')Z>+ 2 (a — w'')(c + e,). 

Telles sont les rèlations qui déterminent, autant que possible, 
l’équation linéaire; il faudra leur ajouter encore, pour chacun des 
points à apparence singulière, l’équation de condition, d’une for- 
mation facile, par laquelle on exprime que l’intégrale générale ne 
contient pas de logarithmes, dans le voisinage de ce point. 

294 . L’équation différentielle une fois formée, le problème est 
loin d’être résolu. Il y a encore à examiner deux questions U'ôs 
essentielles. Reprenons ces segments (MJ), (MJ), ..., (M^) qui 
sont les symétriques de (M) par rapport aux divers éléments de la 
chaîne; et soient, par exemple, G(^^), H(^i ) les valeurs des inté- 
grales qui correspéndent au premier segment. Pour passer de ces 
valeurs à celles qui correspondent au second segment, il faut 
suivre un lacet qui, partant du point pénétrera dans la partie 
supérieure du plan en passant entre et ao, puis reviendra au 
point de départ en passant entre «2 et ^3. On reviendra alors au 
point et les nouvelles valeurs de G et de H seront des fonctions 
linéaires des anciennes. Or ces nouvelles valeurs, nous l’avons déjà 
remarqué, sont connues a priori. On les obtiendrait en effectuant 
sur les intégrales primitives la substitution, au déterminant 4- 1 
ou — I suivant les cas, par laquelle on peut passer directement du 
segment (MJ) au segment (MJ). 

Comme ce raisonnement peut s’appliquer à tous les lacets dé- 
crits autour des différents points critiques, nous sommes conduits 
à la conclusion suivante : 
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Il ne suffira pas de sa^'oir former V équation différentielle; 
il faudra encor e exprimer que deux intégrales convenablement 
choisies subissent des modifications parfaitement déterminées 
lorsqiéon suit un chemin quelconque ramenant au point de 
départ. 

Ce problème est posé depuis la publication des recherches 
récentes sur les équations linéaires, cl il n’a encore reçu de solu- 
tion que pour certains cas particuliers. 

Quoi qu’il en soit, supposons résolue cette première difficulté. 
Une énumération de constantes que l’on trouvera dans le Mémoire 
de Riemann, et que nous omettrons ici, montre facilement que l’on 
pourra disposer de celles de ces constantes qui demeurent arbi- 
traires pour identifier le contour obtenu avec celui qui est donné 
a prioriy c’est-à-dire que l’on aura autant d’équations que d’incon- 
nues. Mais le problème qui consisterait à résoudre ces équations, 
ou à démontrer au moins qu’elles sont possibles, n’a pas été traité 
d’une manière générale et n’a été examiné par Riemann que dans 
un cas particulier, qui sera étudié plus loin au n® 307. Tous les 
exemples complètement achevés donnés dans le Chapitre précé- 
dent appartiennent, comme nous l’avons remarqué, à la classe de 
ceux’pour lesquels la forme du contour est entièrement définie 
par la direction des éléments. 

29o. On peut éclaircir encore les remarques précédentes en 
supposant donnée a/j/'m/vl’équalion linéaire (i6), dans laquelle 
P eXq auront les valeurs déterminées par les formules ( 2 g), et en 
étudiant la famille de surfaces minima (n® 283) définie j^ar cette 
équation. Pour chacune des surfaces de celte famille, il existe un 
segment (M) correspondant aux valeurs de i dont la partie réelle 
est positive, segment parfaitement continu et limité par un con- 
tour dont la représentation sphérique (S) est formée par des arcs 
de grand cercle ou de petit cercle, se coupant consécutivement 
sous des angles déterminés. Cette dernière propriété a été déjà 
donnée au n® 133 pour une équation linéaire plus générale et 
résulte uniquement de ce que l’équation admet deux solutions 
particulières réelles dans chacun des intervalles réels déterminés 
par les points singuliers. Considérons maintenant la représentation 
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plane (S) définie par la formule 

I = c jj(« - 5 n ^ ~ ’• 

Les portions du contour qui devraient être des droites ont ici 
pour représentation des droites (0), toutes parallèles ou perpen- 
diculaires les unes aux autres ; il en est de même pour les portions 
du contour de (M) qui devraient être des lignes de courbure 
planes; elles ont pour représentation plane des droites ( 3 ^) qui 
font avec les précédentes (0) des angles égaux à un multiple im- 
pair de 7* Si donc on a choisi arbitrairement deux solutions par- 
4 

ticulières, G et H, de l’équation linéaire, on pourra toujours, eu 
les multipliant par une même constante, ce qui ne change pas 
leur rapport et ne modifie pas, par conséquent, la représentation 
sphérique de la surface minima correspondante, donner à la con- 
stante G qui figure dans la formule ( 3 i) un argument tel que les 
droites (0') deviennent, toutes, parallèles aux axes coordonnés, 
tandis que les droites ( 3 ) seront parallèles aux bissectrices des 
mômes axes. Alors toutes les portions du contour qui devaient 
être des droites seront au moins des lignes asymptotiques; toutes 
celles qui devaient être des lignes de courbure situées dans des 
plans coupant normalement la surface seront au moins des lignes 
de courbure. 

Comme les lignes asymptotiques qui figurent dans le contour 
ont pour représentation sphérique des arcs de cercle, elles seront, 
on le reconnaît aisément, des hélices tracées sui' un cylindre quel- 
conque si l’arc de cercle appartient à un petit cercle, et des droites 
si l’arc appartient à un grand cercle ( ' ). De même, les lignes de 

(‘) D'après une proposition énoncée au n“ 142, les tangentes d’une ligne asym- 
ptotique sont perpendiculaires aux tangentes correspondantes de la représentation 
sphérique de celte ligne. 11 suit de là que, si une ligne asymptotique admet pour 
image sphérique un petit cercle de la sphère, scs tangentes seront parallèles aux 
génératrices rectilignes du cène circonscrit à la sphère suivant ce cercle, et feront, 
par conséquent, un angle constant avec le diamètre perpendiculaire au plan du 
cercle. La ligne asymptotique sera donc une hélice tracée sur un cylindre, d’ail- 





LIVRE III. — CIIAl*. XI. 


476 

courbure qui figurent dans le contour seront des lignes planes 
situées dans des plans coupant obliquement la surface si elles ont 
pour représentation sphérique un arc de petit cercle, et des lignes 
situées dans un plan normal à la surface si Tare qui leur sert de 
représentation appartient à un grand cercle. Ainsi : 

Parmi les surjaces de la famille définie par U équation 
néaire, il en existe une in finité {qui dépendent de quatre para- 
métres réels) pour lesquelles le segment (M) est limité par des 
lignes asymptotiques hélicoïdales et des lignes de courbure 
planes se succédant suivant le même ordre que les droites ,et 
les plans qui composent le contour donné a priori. 


La première question proposée dans le numéro précédent s’in- 
terprète donc géométriquement de la manière suivante : 

Peul^on choisir deux solutions particulières G et II de l’équa- 
tion linéaire de telle manière que la représentation sphérique du 
contour (M) de la surface correspondante soit composée exclusi- 
vement d’arcs de grand cercle? 

Considérons une surface quelconque de la famille, correspon- 
dante à deux intégrales particulières déterminées G et JtF, et pour 
laquelle la représentation sphérique du contour sera un polygone 
(F) composé d’arcs de petit cercle, polygone (P') que l’on saura 
construire si l’on a intégré l’équation linéaire. Si l’on pose 

G , G' 

M- H’ ”■ II'’ 

on aura évidemment 


t32) 


mié H- n 
pu' q ^ 


n^p^q étant des constantes arbitraires et inconnues. La ques- 
tion proposée revient évidemment à la suivante : Peut-on, par 
l’emploi d’une transformation de la forme précédente, substituer 
au polygone (P') un autre polygone (P),, exclusivement composé 
d’arcs de grands cercles? 


leurs quelconque. Réciproquement, si la ligne asymptotique est une hélice, sa 
représentation sphérique, on le reconnaît aisément, sera un petit cercle de la 
sphère. 
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Or la formule (Sa) définit ce que nous avons appelé, au n® 124, 
une transformation circulaire^ c’est-à-dire une transformation 
qui résulte d’un nombre pair d’inversions et dans laquelle, à un 
cercle, correspond un cercle. Pour qu’une telle transfoi'mation 
fasse correspondre au polj^gone (P') un polvgone (P) exclusive- 
ment composé d’arcs de grand cercle, il faut et iJ suffit, comme on 
sait, que tous les petits cercles qui forment les côtés de (P') soient 
orthogonaux à un même cercle, qui sera nécessairement imagi- 
naire. On aura ainsi autant de conditions à écrire qu’il y aura de 
côtés moins 3. Ces conditions seront nécessairement transcen- 
dantes; mais, d’après les recherches de M. Schwarz relatives au 
principe de Dirichlet, elles peuvent toujours être résolues et per- 
mettront de déterminer un nombre égal do constantes. 

Cette première difficulté une fois levée, on obtiendra effective- 
ment des surfaces minima limitées par des contours dont les élé- 
ments seront parallèles aux éléments correspondants du contour 
donné a priori; et il faudra disposer des constantes l’estées arbi- 
traires pour rendre l’un de ces contours superposable au contour 
donné. Cette dernière question est celle dont l’étude générale n’a 
pas encore été entreprise. 

On remarquera les caractères distinctifs de la méthode emj)loyée 
dans ce Chapitre. Les propriétés relatives aux deux représenta- 
tions conformes de la surface n’y interviennent que d’une manière 
accessoire, et auraient même pu être complètement supprimées. 
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CHAPITRE XII. 

APPLICATIONS DIVERSES DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE. 

Méthode inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines équa- 
tions différentielles linéaires dont on connaît Tintégralc générale. — Surfaces 
([ue Ton peut déduire de Téquation à laquelle satisfait Ja série liypergéomé- 
triqiie de Gauss. — Surfaces déduites de la forme An(i — a)“ adoptée pour 
G(f) et H(«). — Surface minima limitée par une ligne brisée plane et une 
droite parallèle au plan de la ligne brisée. — Problème de Gergonne. — Sur- 
faces déduites de la forme Ail — rrHP(Z — adoptée pour G(^) et 
H (O- — Surface minima limitée par deux polygones fermés situés dans des 
plans parallèles. — Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre 
des solutions du problème. — Surface passant par trois droites situées d’une 
manière quelconque dans l’espace. 


296. Le problème proposé ne pouvant être complètement résolu 
que dans le cas où l’équation linéaire formée au n® 293 est inté- 
grable, ou, du moins, appartient à la classe de celles pour lesquelles 
on peut suivre la variation de deux intégrales dans toute l’étendue 
du plan, on est naturellement conduit à une marche inverse de 
celle qui a été suivie dans les deux Chapitres précédents. Il semble 
préférable d’étudier directement les équations du second ordre, en 
très petit nombre, auxquelles on a reconnu la propriété que nous 
venons de rappeler, c’est-à-dire dont on sait déterminer le groupe, 
et de chercher ensuite quels sont les contours pour lesquels elles 
peuvent donner la solution du problème proposé. 

Au premier rang de ces équations, il faut placer celle à laquelle 
satisfait la série hjq)ergéométrique 

(I) + + 

Nous avons vu (n® 136) que, si a, P, y sont réels, le rapport de 
deux solutions particulières donne la représentation sur la moitié 
supérieure du plan d’une aire plane ou sphérique, plus ou moins 
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complexe, limitée par trois arcs de cercle. Dans le cas où les trois 
cercles limites sont orthogonaux à un cercle imaginaire, on peut, 
en choisissant convenablement deux solutions, obtenir la repré- 
sentation plane d’une aire sphérique limitée par trois arcs de grand 
cercle. Ce cas est caractérisé (n® 136) par l’inégalité 

rfT-g) Td-P) r(a.4-i-Y) ^ 

' ^ r(r-ai r(Y — 3) r(aj ^ ’ 

à laquelle on peut donner la forme plus simple 

(3) sinaTü sinpT: sin('Y — sim y — P )'î^ < o. 

Toutefois, l’équation à laquelle satisfait la série hypergéomé- 
trique ne peut pas être employée sans préparation. Nous savons que, 
pour l’équation linéaire dont dépend la solution du problème et 
qui a été formée au n® 293, la somme des exposants des deux 
intégrales régulières relatives à chaque point critique doit être 
un nombre entier si le sommet correspondant est de première 
espèce, et la moitié d’un nombre impair dans le cas contraire. Or 
les exposants relatifs aux divers points singuliers de l’équation (i) 
sont 


Pour le point o 

0, 

i-y; 

Pour le point i 

0, 

Y — a- 

Pour le point oo 

.... a, 

% 


et ne satisfont pas, par conséquent, à la condition que nous venons 
de rappeler. 

Mais il suffira de substituer à la fonction 9, qui satisfait à l’équa- 
tion (i), la fonction plus générale 

tx — 1 v-t 

(4) e = ^ â i 0, 


qui est déterminée également par une équation du second ordre; 
et l’on reconnaîtra aisément qu’il est possible de déterminer p. et v 
de manière à satisfaire, pour les trois points, à la condition indi- 
quée. Car les trois équations auxquelles on est ainsi conduit 


( 5 ) 


— a 

fx— I -Hi— Y == 

n' — •>. 


< V— iH-Y — a — P = 


a -i- P — H — V -+- 2 = 


ri' -h f> 

3 


2 
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sont toujours compatibles, pourvu que les nombres entiers /?, n\ /?" 
vérifient la relation 

7\ -+- It = O, 


qui détermine lorsque n et rJ sont connus. 

Nous venons de multiplier 0 par des puissances de ^ et de i — /. 
On sait que, si ces puissances sont convenablement choisies, 
on peut trouver trois fonctions qui satisfont à une équation de 
même forme que Téquation (i), mais où a, p, y ont d’autres va- 
leurs. L’une quelconque des quatre équations ainsi obtenues pour- 
rait être choisie et conduirait toujours aux mémos valeurs do 0 . 
Pour ces quatre équations, les quantités i — y, y — a — p, a — |ï 
ont les mêmes valeurs absolues et ne diffèrent que par le signe*, 
nous supposerons que l’on ait choisi celle pour laquelle les iné- 
galités suivantes 


((’») 

sont vérifiées. 


I 

< 


T — Y > ü, 

— a — [j > O, 

a — [i > O 


297. Conformément aux résultats du n° 136, on obtiendra l’é- 
quation de la surface minima, en prenant pour G et II les valeurs 
suivantes 


( 7 ) 


i f. 1 V — T 

G = 0 — r. P + I — Yi ■-‘--ï. 

( H = - K hr il - ï)^F(a, P, V. t), 


O, 


C étant la constante dont la valeur est donnée par la formule ( 9 ) 
du n®268, 


( 8 ) 


r.-r(a-T). / r(a)r(Y-a)r(P)r(Y-pj 

r(Y) \ r(i-a)ixi-f«-Y)r(i-p)r(n-p-Y;’ 


et K désignant une constante arbitraire. 
Comme on a, d'après une formule connue, 


GH'— HG'= -* 


( 9 ) 


î 
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on déduira de là 

(lo) 5 = ^ ^ ^ 

On voit que, si la portion du contour relative aux valeurs de t 
comprises entre o et i est une droite, il faudra prendre pour K- 
iine valeur réelle; sinon, K- devra être purement imaginaire. 


298. La surface que nous venons de déterminer pourra avoir des 
formés trè s variées dans le voisinage des sommets du contour. 
Cherchons d’abord'V-quelles conditions l’un quelconque de ccs 
sommets sera à distance finie. 

Pour le sommet (o), le plus petit des exposants est ; pour 
que l’intégrale J Er[t)dt qui lui correspond soit finie, il faut et 
il suffît que l’on ait 

[l.>0. 

On trouvera de même pour le sommet (i) la condition 

V >0, 

et pour le sommet (co) la condition 

? > o, 

après avoir posé 

(JL-hV— 2 — 2^= — I — p; 

ce qui ramène les équations enU'e [a, v, p, a, p, y à la forme 






00 


o 

P = ~-v, 

a— p = 2 — p— ■ 


Nous allons d’abord examiner si les trois sommets peuvent être 
à distance finie. 

Les premiers membres des équations précédentes étant néces- 
sairement positifs ainsi que [x, v, p, on aura, dans le cas qui nous 
occupe, les inégalités 

. 71 H- ;i' 

/i>o, n>o, — ^ — <2, 


D.— r. 


3x 
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qui n’adnietteiiL que les trois solutions suivantes : 

n=i, I, = — 2; 

71=1, n'=2, 72'" = — 3; 

n = 2, Tl' = I, 71" = — 3 . 

Dans les trois solutions, le contour a un seul sommet de pre- 
• mière espèce. On peut supposer qu’il corresponde à la valeur 00 
de et l’on voit ainsi que les deux derniers cas se ramènent au 
premier. 

Les surfaces obtenues sont celles qui ontéu* étudiées aun^ 268 
et leurs surfaces adjointes qui sont limitées por une droite et par 
deux plans. 


299 . Si l’on veut que la surface ait un secteur inlini, il y aura 
une infinité de solutions. Il suffira, par exemple, de prendre pour 
les entiers n et ti' des valeurs positives dont la somme soit supé- 
rieure à 3 . Mais on peut, avec Riemann, ne considérer que les 
secteurs infinis ayant une forme particulière, et seml)Iablcs à un 
hélicoïde ou à la portion de l’alysséide comprise entre deux plans 
méridiens. Alors il faudra que, comme cela a lieu dans l’bélicoïdi» 
à plan directeur, la somme des exposants des deux intégrales ré- 
gulières relatives au point considéré soit égale à — 1 ou à i, sui- 
vant que la valeur correspondante de l est finie ou infinie. Si 
nous supposons que le secteur infini correspond à la valeur 00 de 
nous trouverons, en exprimant la condition précédente, 


ce qui donne 
Prenons 


a-Hp— jx — v-i-2=l, 

n -H 7i'=s= 4 . 

Tl' = 2 — //; 


nous aurons, d’après les formules (i 1), 


(12) 


V a — p= — p. 


Si les deux autres sommets du contour doivent être à distance 
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finie, on aura nécessairement 

(J- > O, V > O. 

On déduit de là et des équations précédentes 

^>-r> « — P) 

et, par suite, 

/^>— 2, A <2. 
on obtient le système suivant 

Y-a-P = l-v, 

“ — P= -p; 

si l’on fait /i = o, on trouve 

(i4) I Y — *— P = ï — v, 

( .a — p= --p. 

[1 est inutile de considérer le cas oi'i A = i, qui se ramène au 
premier par l’échange de ^ et de i — 

Pour le premier cas, correspondant aux formules (i3), les deux 
sommets à distance finie sont de seconde espèce. La chaîne se 
compose, soit d’un plan et de deux droites qui coupent le plan et 
ne sc coupent pas, soit d’une droite et de deux plans qui coupent 
la droite. 

Dans le second cas, qui correspond aux formules (i4) et a été 
considéré par Riemann (n®* 262 et 269), le contour est formé de 
trois droites dont l’une coupe les deux autres. 

Dans l’un et l’autre cas, il y a une infinité de surfaces passant 
par un contour donné. 

En donnant d’autres valeurs aux nombres entiers qui entrent 
dans les formules (ii), on trouverait d’autres cas dans lesquels le 
segment déterminé aura deux ou trois secteurs infinis. Mais deux 
seulement de ces secteurs pourront être hélicoïdaux; car, si les 
trois l’étaient, la somme des exposants des six intégrales régulières 
relatives aux trois points critiques devrait être égale à — i, tandis 


Si l’on prend /z = — i , 

(i3) 
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que sa valeur est i daus tous les cas. Nous retrouverons plus loin, 
et par d’autres méthodes, la surface passant par trois droites et 
pour laquelle les trois segments sont hélicoïdaux. 

300. Nous allons maintenant nous donner a priori des valeurs 
de G(^) et H(^) qui permettront de résoudre le problème proposé 
dans un cas très étendu. 

Prenons 

(i5; ‘ 

( H(ï) = B 

a et a, p désignant des constantes réelles, A, B des constantes 
quelconques. Nous supposerons que les exposants soient liés par 
les relations 

(16) = — I, 

par lesquelles on exprime simplement que la valeur oo attribuée à 
t n’est une valeur critique pour aucune des deux fonctions. 

Les seuls points singuliers des intégrales G et H correspondent 
alors aux valeurs de t telles que a \ et pour que, dans le voisinage 
de ces points singuliers, G et H soient de la forme ( 2 G) (n*^ 291 ), 
il faudra que l’on ait 

( 17 ) 

l’entier ji étant pair si le sommet correspondant du contour est 
de première espèce, et impair dans le cas contraire. Les relations 
(i6) nous donnent alors 

(18) S;i=~4; 

examinons maintenant quel est le contour de la surface obtenue. 

Le calcul de c nous donne 



D autre part, la valeur de z est déterminée, en chaque point du 
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contour, par l’équation 

(20) ^ =<i)l 2 sABJJc «-«)*. 

Supposons que les constantes A, B aient été choisies de telle ma- 
nicre que le produit soit réel. Il est évident que le produit 

est, ou réel, ou purement imaginaire, dans chacun des intervalles 
réels séparés par les valeurs singulières. Soit inter- 
valles pour lesquels ce produit est réel; alors, étant pure- 

ment imaginaire, la portion correspondante du contour sera une 
ligne asymptotique; d’autre part, ^ étant nulle d’après la for- 
mule ( 20 ), cette ligne asymptotique sera dans un plan parallèle 
au plan des xj : ces deux conditions ne peuvent être remplies 

que par une droite parallèle au plan des xy. Si, au contraire, 

// 

nous considérons un des intervalles pour lesquels AB — aŸ 

est purement imaginaire, il suffira de passer à la surface adjointe 
et de répéter le raisonnement précédent; la portion du contour 
de la surface adjointe relative à l’intervalle considéré sera une 
droite parallèle au plan des xy. Donc (n° 285) la portion corres- 
pondante du contour de la surface proposée sera formée par une 
courbe plane située dans un plan parallèle à l’axe des z et que la 
surface coupera normalement. 

On obtient donc une solution du problème proposé pour le cas 
oit le contour est formé par des droites, en nombre quelconque j 
parallèles à un plan fixe (P) et par des plans, également en 
nombre quelconque, perpendiculaires au même plan(f). Il serait 
aisé d’ailleurs de démontrer que cette solution est la plus générale, 
au moins si l’on suppose qu’à l’intérieur, ou sur le contour et en 
dehors des sommets du segment cherché, ne se trouve aucun point 
où le plan tangent soit parallèle au plan (P) (^). 


(*) Pour établir a priori la forme admise dans le texte, supposons que le 
plan (P) soit horizontal et ait été pris pour plan des xy. Alors, sur chaque partie 
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301 . Nous indiquerons les deux applications suivantes. 

Prenons d’abord tous les entiers n égaux à zéro, sauf deux 
auxquels nous attribuerons la valeur — 2, pour satisfaire à la re- 
lation (18); et supposons que les valeurs a de ï correspondantes 
à ces deux derniers exposants soient 0 et 00 . Les valeurs de G et 


du contour, la normale demeurera parallèle à un plan vertical fixe et, par con- 
séquent, Targument de u sera constant. Donc la fonction 

d logzf 
dt 

sera réelle pour toutes les valeurs réelles de t. Cette fonction a des pôles qui 
correspondent aux divers sommets du contour; d'autre part, si le plan tangent 
ne devient horizontal en aucun point situé à l’intérieur du segment ou sur un 
côté du contour, elle ne devient infinie pour aucune valeur réelle ou imaginaire 
de t différente de celles qui correspondent aux sommets de ce contour. On a 
donc 

d \ogu _ g’ 
dt JmJi t — * (Z 

et l'on déduit de là, en intégrant, 

K = A’U(f-a)«'. 

De môme, la fonction ^ étant nulle sur toutes les droites du contour, le pro- 
duit GH demeurera réel quand on se déplacera sur chacune de scs droites. La 
considération de la surface adjointe montre que GH sera, au contraire, purement 
imaginaire sur chacune des lignes de courbure planes du contour. On déduit de 

là, en considérant encore la fonction — 7 que GH sera de la forme 


GH = B'II(i-a)?. 


Les deux formules précédentes donnent bien les valeurs de G et de II admises 
dans le texte. 

Si l’on veut faire intervenir des points où le plan tangent soit horizontal et 
situés soit à l’intérieur, soit sur le contour du segment, il suffira d’adjoindre à une 
des deux intégrales G, H des facteurs tels que 


où b sera réel, et 


{t-br, 


où c et c, seront des quantités imaginaires conjuguées. 
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de H prendront alors la forme suivante 


(2l) 


I G(0 = 

I H(/) = - a)-a. 


Si le produit AB est réel et si les exposants a sont tous infé- 
rieurs en valeur absolue tous les sommets correspondants aux 

valeurs finies de t seront à distance finie, tandis qu’il y aura deux 
secteurs infinis correspondants aux valeurs o, oo de t. Nous dé- 
terminons ainsi le segment (M) de surface minima compris entre 
une ligne brisée plane composée eVun nombre quelconque de 
côtés et une droite qui est parallèle au plan de la ligne 
brisée. 

On trouve 


Comme on a 


Z = cR.y 7 . eAB Y = log^ 

= lügp H- LO, 


P désignant le module et o l’argument de / qui demeure compris 
entre o et tî, on voit que varie entre o et — 2 AB-rr. On devra donc 
prendre 

2 ABtc = — ô, 


0 étant la distance de la droite au plan de la ligne brisée. Les con- 
stantes qui demeurent arbitraires se détermineront par la condi- 
tion que les côtés de la ligne brisée aient des longueurs données. 

Cet exemple comprend comme cas particulier un de ceux qui 
ont été traités par Riemann; il suffit de supposer que la ligne 
brisée se réduit aux deux côtés d’un angle pour retrouver le 
second des problèmes signalés au n*^ 262. 


302. On peut traiter de la môme manière le problème de Gcr- 
gonne (n® 26S) et déterminer complètement la surface minima qui, 
passant par deux diagonales opposées d’un parallélépipède droit, 
coupe à angle droit deux faces latérales opposées de ce parallélé- 
pipède. Pour plus de simplicité, nous supposerons le parallélépi- 
pède rectangle (Jîg> 21 ). 
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On peut toujours admettre que les sommets a, b, c, d du con- 
tour correspondent à des valeurs de t que nous désignerons par 

— — fl, -h fl, “H 

Cl étant plus petit que b. De cette maniéré, les courbes planes bc 
et da du contour correspondront aux deux iuLervallcs ( — + o) 
et (6, 00 , — b). 

On doit poser ici 

f G = A(ô + -h t — 

( H = B(ôh-0P-{«-4-0P»(« — 0P-(^ — 0P‘- 

avec les conditions 

(23) Sn, = -4, 

les entiers n/ étant impairs, puisque tous les sommets du contour 
sont de seconde espèce. D’ailleurs, comme tous les sommets sont 
à distance finie, nous devons avoir 

(2i) P<>— 

et, par conséquent, en ajoutant. 

Les quantités jii doivent être supérieures à — a; comme leur 
somme est — 4? oii nécessairement 

71/=-— i; 

et les conditions (23) se ramènent à la forme 

(25) a,+ p.=-i. 

2 

Si l’on tient compte des inégalités (24)? on voit que a,* et jÜ, 

doivent être compris entre o et — ^ • Par suite, la différence a/ — (3/ 

sera inférieure en valeur absolue à - • 

2 

Or (a/ P/)-!: mesure, au signe près, l’un des angles formés par 

les deux grands cercles qui servent de représentation sphérique 
aux deux portions du contour se coupant au sommet (i); si l’on 
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désigne par ait l’angle de la diagonale ab avec le coté acV du 
parallélépipède, ces deux cercles font entre eux les angles 

ai:, (i — a)it. 

Comme (a/ — j3/)'n; est inférieur à il faudra prendre 


(a/ — =±:a7:; 


cette équation, jointe à la formule (aS), donne les deux systèmes 
de valeurs 


(20) 






“4“ 


a 

2 


a 

2 


pour cLi et P/. On pourrait faire différentes combinaisons de ces 
deux systèmes; mais, pour obtenir celle qui correspond a la 
Jig\ ai, nous remarquerons que l’on a ici 

M ~ ir)««-pa(a — 


Or, si l’on se reporte à la figure, on voit qu’en prenant un sens 
déterminé pour la normale, on a 

U = O, on a et on 
= C30 , en ^ et en c; 

il faut donc prendre 

ai>pi, as<P 2 , as<133, a* > P 4 , 

ce qui détermine complètement les exposants et donne 

G = A(aS--^2) l 

a _ a 

^ H=:B(a2-^s) f») î 2 , 

[ B Va»— «V 


(28) 
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Si l’on suppose que le plan des ûcjz ait été pris parallèle à la 
face ba'cd' du parallélépidède, u doit être réelle dans l’intervalle 

( — a, 4- a); il faudra donc que g soit réel. On peut d’ailleurs 

déterminer ce rapport par différents moyens. 

Par exemple, on pourra exprimer que raccroisscmcnt de x est 
le même en valeur absolue quand on passe du sommet b au 
sommet c, ou du sommet d au sommet a. En se reportant aux 
équations (3) [p. 454] qui définissent la surface, on est ainsi con- 
duit à l’équation 



(G2— H2)d^ = 


db 


Effectuons dans le second membre la substitution 

ab 

Un calcul facile donnera 


et l’équation prendra la forme 






ou encore 


Tous les éléments de l’intégrale étant positifs, il faudra que 
l’on ait 

A8 _ B2 

a^oL ~ ^2a’ 


On prendra donc, pour satisfaire à cette équation, 

ot 1 _a t 

A = /TSÏ ^ h * ^ 
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CL les valeurs définitives de G(^), H(z) seront 

_ i_ a 1 a 

M sera une constante réelle : on le reconnaît immédiatement en 
exprimant que est nulle pour chaque point de la droite ab. 

Le rapport ^ se déterminera par la condition que le j'^arallélé- 

pipède àTintérieurduquelse trouvele segment déterminé (M) soit 
semblable au parallélépipède donné. Dans le cas où la base est 

carrée, il faudra faire a = i (‘). 

4 



303. Nous venons de montrer, par Pétude de deux problèmes 
particuliers, le parti que l’on peut tirer de la forme générale des 
valeurs de G(^)elH(i), donnée au n“ 300. En continuant l’appli- 
cation de la méthode synthétique qui a réussi dans les exemples 
précédents, nous allons étudier deux formes nouvelles des memes 
intégrales, qui dépendent des fonctions elliptiques et nous donne- 
ront une solution élégante de l’un des problèmes étudiés par 
Riemann. 

b*(0 5(^) désignant les valeurs nouvelles des fonctions G 

et H, prenons 


(3o) 




(*) Si Toa cUcrcUc la valeur de la fouciion ^{u) de M. WeiersLrass relative h 
la surface que nous venons de déterminer, on est conduit à un résultat de la 
forme 


.f (w) = 




y (ô — au^) (a — bu^) 


Pour le cube, on a a = y et l’on retrouve la forme de ^(u) donnée par M. Scliwarz 


dans le Mémoire que nous avons cité (n” 265). 
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Dans ces formules; A et B désignent deux constantes quelconques; 
a, a, P, a', P' sont des constantes réelles, et le nombre des 
constantes a n’est pas nécessairement égal à celui des constantes 
h\ enfin les symboles H et 0 désignent les transcendantes de 
Jacobi, le module k étant supposé réel et plus petit que Punilc. 
En répétant les raisonnements indiqués dans les numéros précé- 
dents, nous reconnaissons immédiatement que, si l’on donne à t 
des valeurs réelles quelconques, le contour de la surface corres- 
pondant à ces valeurs réelles de t se composera de droites paral- 
lèles au plan des xy ou de courbes situées dans des plans coupant 
la surface à angle droit et parallèles à l’axe des z; il suffira, pour 
cela, que le produit A-B- soit réel et que les exposants satisfassent 
aux relations 

a -h a = -9 
‘2 


où n désignera toujours un nombre entier. Mais ici se présente 
une circonstance tout à fait exceptionnelle : si l’on change t eu 
îK', les formules bien connues 




montrent immédiatement que et çij(^)nc changez'ont pas de 
forme pourvu que les exposants soient liés par les relations 

(30 2a-2p=o, Xa'-Sp' = (), 


que nous supposerons vérifiées. Alors toutes les fonctions II sc 
changeront en fonctions 0, et réciproquement; on aura 


(32) 


+ iK') = — 4), 

5(.+iK') = - 1 ’ 


Par conséquent, si l’on a 



et si la somme 


Sa(a-HaO- 26 (pH-pO 
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est un multiple de K, il y aura sur la surface un second contour 
tout semblable au premier, qui correspondra aux valeurs de t dont 
la partie réelle est quelconque, mais dont la partie imaginaire est 
iK'. Par suite, la portion de la surface qui contient tous les points 
pour lesquels la partie imaginaire est comprise entre o et iK! 
formera une espèce de bande, limitée par deux contours dis- 
tincts, de la nature de ceux que nous avons étudiés, c’est-à-dire 
formés soit de droites, soit de plans que la surface coupera 
normalement, les droites étant, toutes, parallèles au plan des et 
les plans tous parallèles à l’axe des z. 

Pour nous borner au cas le plus simple et le plus intéressant, 
nous supposerons que les exposants soient liés par les relations 

(33) a'-ha = o, P'-i-p = o. 

Alors, si le produit AB est réel et si les exposants a, ^ sont tous 
inférieurs en valeur absolue à -i, la bande de surface déjà définie 
sera limitée par deux lignes brisées situées dans deux plans paral- 
lèles au plan des xy. Les sommets de Fun des contours correspon- 
dront aux valeurs 

« 1 , « 2 , . . . 

de r et à ces valeurs augmentées de multiples de 2 K 5 ceux du se- 
cond aux valeurs 

-H fc • • • t 

et à ces valeurs augmentées également de multiples quelconques 
de 2 K. 

La valeur de z, donnée parla dernière des formules (3) [p. 434]» 
devient ici 

(34) - = rK f ilAB cU = 

Si donc on pose 

(35) 2ABK'= — ô, 

le segment de surface sera tout entier compris entre le plan des 
xy et le plan 

La périodicité des fonctions & et H entraîne d’ailleurs certaines 
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propriétés de la surface; si, dans les expressions de cL de /), on 
change i en i + 2 K, un calcul facile donne 

Ces formules définissent un déplacement parallèle à Taxe des z. 
Si donc on considère seulement le segment (M) de la surface qui 
correspond aux valeurs de t représentées par des points à l’inté- 
rieur du parallélogramme ( 2 K, iK') des demi-périodes, il suffira, 
pour obtenir toutes les autres parties de la surface, de faire tourner 
le segment (M) d’angles égaux aux multiples de 2 Tc 2 ila autour d’un 
axe convenablement choisi, parallèle à l’axe des z. Nous allons 
chercher la condition pour que le segment (M) forme une surface 
annulaire fermée, qui sera alors nécessairement limitée par deux 
polygones fermés, et dont chaque point correspondra ainsi à une 
infinité de valeurs de t qui seront égales, à des multiples près d(î 
2 K. 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que les valeurs de 
5"(^) soient périodiques, ce qui aura toujours lieu d’après 
les équations (36), si l’on a l’unique relation 

C37) Sa=N, 

N désignant un nombre entier. La première des équations (3i) 
nous donne alors la relation 


à laquelle devront satisfaire les exposants p. 

Considérons maintenant une section plane quelconque dont le 
plan soit parallèle au plan des xjr. Elle correspond, d’après la 
formule (34)? à une valeur de t 

U H- i/i , 

dont la partie imaginaire est constante. Pour qne cette courbe soit 
fermée# il faudra, comme le montrent les formules qui détermi- 
nent la surface, que les deux intégrales 

<si/ A 

^ih Jih 
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soienl nulles toules les deux. Il suffît d’intégrer le long d’un rec- 
tangle pour reconnaître que ces deux intégrales seront nulles pour 
toutes les valeurs de A, si elles le sont pour A = o. 

En résumé, si les trois conditions suivantes sont vérifiées, 

1 Sa = Sp =:1N, 

la surface minima déterminée sera un segment annulaire (M), à 
connexion double, compris entre deux plans parallèles dont la dis- 
tance est 3 et limité par deux polygones fermés quelconques situés 
dans ces plans. Ces deux polygones, qui n’ont pas nécessairement 
le même nombre de côtés, seront, l’un et l’autre, de l’espèce N; 
c’est-à-dire qu’un jDoint mobile ne pourra revenir au point de 
départ après les avoir entièrement parcourus qu’après avoir fait 
N tours complets. On reconnaît aisément que le nombre de con- 
stantes arbitraires contenu dans la solution est précisément égal 
à celui des arbitraires qui sont nécessaii'es pour la détermination 
complète du contour. 

Cet exemple est le dernier de ceux qui ont été traités par Rie- 
mann (n® 262). On peut l’étudier d’une manière directe en sui- 
vant la méthode indiquée plus haut, dans la Noie du n® 300 (^). 


304. Nous développerons maintenant xme remarque générale 
qui nous paraît de nature à faire mieux comprendre le caractère 
propre des solutions précédentes. Soit 


( 39 ) 


z/2 0 ^0 


cil 


l’équation linéaire dont deux solutions connues, G et H, doivent 
être substituées dans les formules qui déterminent la surface. 
Substituons à la fonction 6 la fonction plus générale 6|, liée à 6 
par la relation 

(40) 0i = v/R(^4-S6^; 


(^) Riemann avait seulement indiqué que le problème pouvait être résolu; et 
les développements si intéressants donnés sur ce sujet dans les Couvres complètes 
du grand géomètre (p. 4^8 et suiv. ) sont Fœuvre de M. H. Weber. 
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R et S étant des fonctions de t qui seront réelles pour les valeurs 
réelles de t, et que, pour plus de simplicité, nous supposerons 
uniformes dans toute l’étendue du plan. Substituons au segment 
(M) de surface minima déterminé par les deux solutions G et H 
le segment (M, ) qui serait défini par les nouvelles fonctions 

(il) Gi = /r(^ + Sg), 4-SG,y, 

nous allons voir que ce segment (M,) et le segment (M) sont 
limités l’un et l’autre par des contours qui ne sont pas nécessaire- 
ment superposables, mais qui sont au moins de même espèce. 

Soit, pour fixer les idées, {d) une droite du contour de (M), 
«jui correspond à un intervalle réel («a, «*+() dans lequel varie t. 
Si l’on amène l’axe des y à être parallèle à la droite (rf), il faudra 
efiectuer sur G et H une certaine substitution linéaire dont la 
forme a été donnée au n® 282; il faudra aussi soumettre G| et H, 
à la même substitution linéaire, ou à une substitution dont les 
(juatre coefficients auraient leur signe change. Si donc on désigne 
par h, gt, hi les nouvelles valeurs de G, H, G|, H,, il suit de 
la forme linéaire des relations (.-fi) que l’on aura 

£ désignant toujours Tunité positive ou négative. 

Cela posé, donnons à Ma valeur réelle, coxnprisc entre ak et 
) qui convient à un point de la droite {cl) ; g et k seront toutes 
les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires (n"287). 
Puisque, par hypothèse, R et S sont des fonctions réelles pour 
toutes les valeurs réelles de r, et seront, comme g et A, 
toutes les deux réelles ou toutes les deux purement imaginaires. 
Par suite, la portion du contour de (M^) qui correspond à l’inter- 
valle {ajt^ ) sera aussi une droite ), parallèle à la droite ( d), 
La démonstration se ferait de la même manière si la portion con- 
sidérée du contour de (M) était située dans un plan (P) normal à 
la surface : la portion correspondante du contour de (Mi) serait 
dans un plan (P^) parallèle à (P) et normal à (M^ ) ; on le recon- 
naît d’ailleurs presque immédiatement en passant aux surfaces ad- 
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jointes de (M) et de (M|). La proposition que nous avions en vue 
est donc établie dans toute sa généralité. 

Les fonctions R et S pourront s’annuler, avoir des pôles ou des 
points singuliers essentiels. lien résultera, pour le segment (Mi), 
des singularités, ou des points de ramification, ou des nappes 
infinies; certains sommets du contour pourront être rejetés à 
l’infini, ou ramenés à distance finie; il pourra y avoir des station- 
nements ou des rebroussements sur certaines parties du contour. 
Nous n’insisterons pas sur toute cette discussion. Le point essen- 
tiel que nous avons voulu mettre en évidence, et qui est important 
pour la théorie générale des équations aux dérivées partielles, est 
le suivant : on peut trouver une infinité de surfaces minima, dé- 
pendant d’un nombre limité ou illimité d’arbitraires, qui contien- 
dront toutes un contour dénaturé donnée; en sorte que la condi- 
tion, pour une telle surface, de contenir un contour donné ne la 
détermine pour ainsi dire pas et ne permet pas, en particulier, 
de fixer la valeur ou la forme des fonctions arbitraires qui entrent 
dans son intégrale. Le problème est susceptible d’une solution 
précise et déterminée dans le cas seulement oi'i l’on ajoute les con- 
ditions de continuité indiquées dans tous les exemples précédents. 

305. M. J .-A. Serret, dans un article inséré au t. XL des Comptes 
7 'endus (^), a montré qu’il existe une infinité de surfaces minima 
passant par deux droites, et que ces surfaces contiennent dans 
leur équation une fonction arbitraire. On obtiencli'a toutes ces 
surfaces en appliquant les remarques précédentes au problème 
particulier du n^* 267. Les hélicoïdes obtenus dans cet article cor- 
respondent à des valeurs de H et de G qui sont de la forme sui- 
vante 

G = m, H = ; 

si on porte ces valeurs dans les formules (4o)i on aura 
G, = i'» /R + j) , Hi = t-m-y /r 


(') J.-A. Serret, Sur la moindre surface comprise entre des lignes droites 
données, non situées dans le môme plan {Comptes rendus, t. XL, p. 1078; i855 ). 

La mûrac queslion a aussi été traitée par M. O. Bonnet dans le Mémoire déjn 
cité Sur V emploi d'un nouveau système de variables, etc, (voir Journal de 
Liomille, a* série, t. V, p. a'jd)* 

D.- 1. 


3a 
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ouj plus simplement, 

G, = t>« i/i', iii = Q 

P cl Q étant des fonctions réelles pour les valeui’s réelles de /. 

306. Supposons encore que, a,, «2, — ,cis étant les valeurs de 
t relatives aux points singuliers, on prenne dans les formules (40) 

S = O, 

R=JJ( 

tous les nombres nu étant entiers et ayant leur somme nulle. On 
obtiendra la surface définie par les équations 

f(Gî-IIs)Rr//, 

(43) ).r=dl ^(G2-r-lI»)R«?«, 

I 4! = Jl J'ii.iGllRdt. 

Le segment de cette surface qui correspond aux valeurs de t 
dont la partie imaginaire est positive est limité par un contour 
dont tous les éléments sont parallèles à ceux du contour qui 
limite la surface primitive. Ce segment n’oGTrc d'ailleurs aucune 
singularité; certains sommets seulement pourront cire rejetés à 
rinfini; d'autres ramenés à distance finie. 

Si Ton prenait pour R une fonction réelle quelconque, on intro- 
duirait nécessairement des singularités; mais clics j)OiuTaicriL être 
toutes à une distance finie du contour. 

307. Nous appliquerons encore les remarques précédciiLcs aux 
différentes solutions du problème que nous avons obtenues au 
n® 297 par l’emploi de l’équation de Gauss. Nous avons vu que, si 
l’on pose 

y - 1 

(44) 0 = / s (ï~o s F, 

F désignant une solution particulière de l’équation de Gauss, les 
deux valeurs G. et H de 6^ déterminées par les formules (7) défi- 
nissent une surface minima contenant trois droites dont les angles 
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sont quelconques. Substituons à 6 la fonction 

9,r.i(,_nP(oJ^-4-Q(08, 

OÙ P(^)eL Q(i) désignent des polynômes réels, de degrés m — i et 
m respectivement, n’ayant aucun facteur commun. Les deux va- 
leurs G^, de 01, obtenues en substituant successivement G et 
H à 9, définiront une surface minima contenant trois droites et 
ne présentant, en dehors des sommets qui correspondent aux 
valeurs o, i, oo, que des points de ramification ; car les intégrales 
Gi et sont partout finies et continues et elles ne s’annulent 
jamais simultanément en dehors de ces sommets. Étudions le cas 
le plus simple, celui où Ton a 

✓/A 

(45) Oi = ct(i — f)-^ ai — 


les constantes a, Z>, c étant toutes réelles ou toutes puremeni 
Imaginaires. 

Alors les exposants des six intégrales régulières de l’équation en 
sont (* ) 

Pour le point o — — ? - }-i— y; 

I . — ï — * n 

Pour le point i ^ ^ H î 


Pour le point x 




— ■>. 
a 


I7 


ijL -J- V — a 

a — ^ i 

'A 


Si donc on pose 

-Y 

V -t-hY — a — P 
P^-a — 2 — ((JL-Hv — 2; 


n 

— - -Il 

2 



2 


71 , 7 i', 7 i'' seront des nombres entiers, pairs ou impairs suivant que 
le sommet correspondant sera de première ou de seconde espece, 


(*) Pour certaines relations entre a, b, c, il est clair que quelques-uns de ces 
exposants pourraient s’élever. Par exemple, si la constante b est nulle, le premier 
exposant relatif au point 0 est augmenté d’une unité; el la somme des exposants 
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et raddilion des trois équations précédentes nous donnera 

n -H n'-h n” — a. 


Si les deux premiers sommets sont à distance finie, les sommes 
^ — I et ^ — ï des exposants pour ces deux points devront être 
supérieures à — i. On aura donc 

71 -T- 71^ 3> O 


et, par conséquent, 


n 


" 2 * 


Le troisième sommet sera donc à l’infini, et la surface aura un 
secteur infini, de forme plus ou moins compliquée. Nous laisserons 
de côté l’examen de toutes ces hypothèses et nous remarquerons 
seulement que la surface peut avoir trois secteurs infinis logarith- 
miques^ ce qui aura lieu si l’on prend 

71 = O, n’ r=: O, = a. 

Les trois sommets sont alors de même espèce et l’on obtient une 
surface minima passant par trois droites dont aucune ne rencontre 
les deux autres. On a 

v = P), 

et l’on détermine les valeurs de Gi et de Jii qui font connaître la 
surface en substituant à la place de 6, dans la formule (4f>)j les 
deux valeurs de G et de H définies par les équations (7). Il faudra, 
dans ces équations, remplacer p, et v par les valeurs précédentes 
et prendre pour la valeur de K- une constante réelle ([uclconquc. 
Il est inutile en effet de conserver à une valeur ai'bitrairc puis- 
qu’elle vient s’adjoindre comme facteur aux constantes a, 6, c, qui 
entrent dans l’expression de 64. Si l’on prend, par exemple, 

(46) 

* 1 


des six intégrales régulières, au lieu d'ètrc égale à — i, devient égale à zéro. 
Nous laisserons de côté l’étude de ces cas exceptionnels qui conduiraient, si nous 
ne nous sommes pas trompé, à diCférentes surfaces parmi lesquelles se trouve 
celle qui a deux secteurs infinis hélicoïdaux et qui contient trois droites dont 
deux se coupent, l’ensemble de ces trois droites n’étant d’ailleurs assujetti à 
aucune autre condition. 
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la formule ( 9 ) nous donnera 


(47) 


Gir-HG' = 


— r 

/2(i — ' 


nous allons faire usage de cette relation. 

Les fonctions G^ et que nous venons d’obtenir, et qui déter- 
minent la surface, dépendent de six constantes arbitraires a, ô, c, 
a, [3, Y* Il est aisé de reconnaître que la forme du système formé 
par trois droites dépend également de six constantes : si l’on se 
donne, par exemple, les angles de ces droites et leurs plus courtes 
distances, on pourra d’abord construire le système formé par les 
deux premières; et, pour déterminer la troisième, il suffira de 
mener à deux cylindres de révolution ayant pour axes ces deux 
droites une tangente commune, parallèle à une droite donnée. Il 
semble donc que la surface déterminée dans la solution précédente 
pourra contenir trois droites quelconques ; on peut mettre ce 
point essentiel hors de doute en employant la méthode suivante, 
qui a été donnée par Riemann. 


308. Nous allons d’abord compléter les remarques générales 
présentées au n^ 292, en les étendant au cas où un secteur hélicoï- 
dal infini correspond aux valeurs de t infiniment voisines d’une 
valeur singulière, que nous supposerons, pour fixer les idées, égale 
à zéro. Alors les deux intégrales régulières G et H, considérées au 
n®291, auront la somme de leurs exposants égale à — i; et l’on 
pourra poser 

G -- A ^ ® * 1 1 ' 1 - % t • |j 

. A 

En substituant ces valeurs de G et de H dans l’expression de cr, 
on aura 

(è)*= I , + + + . ; 

comme doit être purement imaginaire pour les valeurs 

réelles de jf, on voit que le produit AB sera nécessairement réel. 
Les coordonnées z d’un point de la surface s’obtiennent 
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en substituant dans les formules (3) (n® 281) les valeurs prece- 
dentes de II et de G. On trouve un résultat de la forme 


( - =aABriil[t-logt-r-0'l, 

9, 6', ô" étant des séries qui s’annulent pour t—o. 

En réduisant les valeurs de j: et de j/- à leurs termes principaux, 
on aura 

[x = -\ 

(50 

(r--— 

OU encore 

•r -h ij' = — ^ A2 


Lorsque le point variable t décrira, dans la partie supérieure 
du plan, un demi-cercle infiniment petit autour de l’origine, a' 
et y seront très grands et l’argument de x + iy augmentera de 
Att. Comme on passe ainsi de l’une des droites du contour i\ la 
suivante, on voit que l’angle du secteur infini sera égal en valeur 
absolue à /îtc. 

D’autre part, la valeur de réduite à son premier terme 
îABrjltlogf, 

ou au produit de AB par l’argument de t pris en signe contraire» 
variera entre o et — 2 ABtt. Si 3 désigne la plus courte distance des 
deux droites qui limitent le contour infini, on aura donc 

(Sa) 0= — aAEir. 


Le développement de l’invariant sera donc de la forme 


et son premier terme s’exprimera complètement au moyen des 
éléments géométriques 3 et h. Ce résultat, dû à Riemann, est très 
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essentiel et nous allons en faire l’application. Remarquons seu- 
lement que, si le secteur infini correspond à une valeur infinie 

de il suffira de changer ^ en j dans la formule précédente, ce 
qui donnera 


(54) 


Zhi L 5 P ^ f . ! 

\dt) ~~ ~ T. ïâ ( * " Z il 


309. Appliquons à l’exemple que nous éludions ces remarques 
générales. Les angles des trois secteurs hélicoïdaux sont ici 

(t — (y — a — p)ir, (x— p)7r. 

Nous les désignerons par /tc, mir, mz respectivement. 

D’autre part, on a généralement 

et un calcul facile donne ici 


(55j (^^y=aHnG'-Gir)[A(i-0-l-Bi-C/(i — n], 


A, B, C ayant les valeurs suivantes : 



Si l’on remplace HG' — GIR par sa valeur déduite de la for- 
mule (47 )j ^ 


(57) 


■ A(r — — C/(i— O 
\df/ /)* 


Pour Z = O, on doit trouver, en développant suivant les puis- 
sances croissantes de 
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O désignant la plus [courte distance des deux droites qui limitent 
le secteur. 

Ou aura donc, en prenant le premier terme de ce développe- 
ment dans la formule ( 07 ), 

(58) = 

La considération des deux autres points donnerait do inoinc 

( 58 )a o*'/i = a7i:G, 

û' et 0 " étant les plus courtes distances des droites qui correspon- 
dent aux secteurs i et 00. 

On peut donc considérer A, B, G comme connues, et il reste à 
déduire des formules (56) les expressions de 6 , a, c. 


310 . Écrivons ces équations sous la forme 


(59) 


a 





c 

a+ - 
2 



2 





(i^n^ 


Ê, s', s" désignant Tunité positive ou négative; rélimination de rt 
et de b conduit à l’équation irrationnelle 


(60) - ^ H- e 


V/- 


c»/» 

4 






qui déterminera c. 

Si l’on chassait les radicaux, on trouverait une équation du 
quatrième ordre par rapport à c^. Nous discutcx’ons cette équa- 
tion seulement dans le cas où l, m, n sont inférieurs à i, c’est- 
à-dire où les trois secteurs hélicoïdaux ont des angles moindres 
que TC. Alors si, par un point de l’espace, on mène des parallèles 
aux trois droites en attribuant à ces parallèles un sens conve- 
nable, Ztc, 7?ztc, mz seront les suppléments des angles formés par ces 
trois parallèles. 

Ztc, mTc, niz étant les angles d’un triangle sphérique, on a les 
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inégalités 

I l + l — m — 71 > O, 

I -H 771 — Z — 7i > O, I — ^ — 771 — 71 < O. 
1+71 - l — 77Z > O, 

Par suite, si, dans l’équation (6o), on fait d’abord 


et si l’on substitue à la place de c* les deux valeurs oo eto, le pre- 
mier membre sera certainement négatif pour c = oo; mais, pour 
0 = 0, il aura un signe qui dépendra entièrement de celui du 
facteur s. On peut donc choisir e de telle manière que les résul- 
tats des deux substitutions précédentes soient désignés contraires, 
ce qui met en évidence une première racine au moins de l’équation 
en c^. 

Si l’on fait maintenant, soit 


soit 


s = e'' = — e' , 


e = s = — e 




on trouvera encore deux autres équations irrationnelles, qui 
auront chacune au moins une racine réelle; ce qui donne, en tout, 
trois racines réelles de l’équation en c^, convenant chacune à une 
forme connue de l’équation irrationnelle (6o). 

Pour séparer la quatrième racine, changeons c en c'f; l’équa- 
tion (6o) prend alors la forme 




Adoptons la combinaison suivante des signes 




en supposant que ^ désigne la plus grande des quantités 7 

C . 

-r* Si nous substituons maintenant oo et la valeur 
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le résultat de la première substitution aura le signe de 

s Z 4- m ~h — I , 


c’est-à-dire le signe de e, d’après les inégalités (Ci)* seconde 
substitution donnera un résultat 


m 





-f- n 





/ 


dont le signe est inconnu, mais ne dépend nullement de s. On 
pourra donc choisir le signe de e de telle manière que les rcsultats 
des deux substitutions soient de signes contraires, et l’on aura 
ainsi mis en évidence la quatrième racine. En portant successi- 
vement les valeurs de c dans les formules (Sp), on dcLcrniinera les 
valeurs correspondantes de. a et de ô, qui seront réelles si Ton 
prend pour c une des trois valeurs réelles, et purement imaginaires 
comme c si l’on emploie la dernière racine. On voit que l’on sera 
ainsi conduit à quatre surfaces différentes, pouvant toutes être 
acceptées. 

Nous terminerons ici, avec le premier Volume de cct Ouvrage, 
la théorie des surfaces minima et l’étude du problème de Lagrange 
et de Plateau. Ce problème, qui doit compter au nombre des plus 
intéressants que l’expérience ail jamais posés aux Géomètres, est 
aussi un de ceux dont les progrès sont le plus étroitement liés à 
ceux de l’Analyse moderne; le lecteur l’aura certainement re- 
marqué en étudiant les développements, peut-être trop rapides, 
donnés dans les trois derniers Chapitres. 


FIN DE LA. PREMIÈRE PilRTlE. 



TABLE DES MATIÈRES. 


5o7 


TABLE DES MATIÈRES 

DE LA PREMIÈRE PARTIE. 


LIVRE 1. 

APPLICATIONS A LV GÉOMÉTRIE DE Ll THÉORIE DES MOUVEMENTS RELATIFS. 

CHAPITRE I. 

Pages 

Du déplacement à un paramètre; application à la théorie des courbes 

gauches I 

Déplacemeat d’un système variable. — Application à la théorie des 
courbes gauches. — Propriété caractéristique de l’hélice. — Formules de 
M. J.-A. Serret. — Indicatrice sphérique. — ■ Recherche de la courbe 
dont les normales principales sont aussi normales principales d’une 
autre courbe. — Développées des courbes gauches. 

CHAPITRE II. 

Sur Vintégration du système linéaire qui se présente dans la théorie pré- 


cédente ij) 

Systèmes linéaires possédant une intégrale du second degré. — Leur inlé- 
gralion ramenée à celle d’une équation de Riccali. — Remarques gé- 
nérales sur cette équation. 


CHAPITRE III. 

Interprétation géométrique de la méthode développée dans le Chapitre 

précédent Ho 

Étude des coordonnées symétriques dans le cas de la sphère. — Inter- 
prétation géométrique d’une substiiulion linéaire effectuée simultané- 
ment sur les deux coordonnées. — Formules d’Euler et d’OIinde 
Rodrigues relatives à la transformation des coordonnées. — Représen- 
tation de la variable imaginaire par un point de la sphère suivant la 
méthode de Hiemann. 


CHAPITRE IV. 


Applications de la théorie précédente 


3S 




5o8 


TABLE DES MATIÈRES. 

Extension de la théorie de Poinsot. — Détermination des mouvements 
dans lesquels il y a deux relations, données à l’avance, entre les rota- 
tions. — Détermination des courbes gauches dont la courbure et la 
torsion satisfont à une relation donnée. — Étude du cas oii ccLLc rela- 
tion est linéaire. — Courbes à torsion constante. 


CHAPITRE V. 

Bes déplacements à deux variables indépendantes 

Relations différentielles entre les deux systèmes de rotations. — Déter- 
mination du mouvement quand ces rotations sont connues. — Applica- 
tion au cas où elles sont fonctions d’une seule variable. 

CHAPITRE VI. 

Intégration simultanée des systèmes linéaires rencontrés dans la théorie 

précédente 

Réduction du problème à l’intégration simultanée de deux équations de 
Riccati. — Propositions diverses relatives à ces deux équations. — 
Autre méthode de solution reposant sur la détermination de a, a', a'’. 

CHAPITRE VIL 

Des déplacements à deux variables dans le cas où. le système mobile n'a 

pas de point fixe 

Introduction des six translations. — Relations différentielles auxquelles 
elles satisfont. — Mouvements infiniment petits qui sc réduisent ù des 
rotations. — Théorème de MM. Schoncraann et Mannluïiin. — Cas 
particulier où il y a un centre instantané de rotation, — Théorème de 
M. Ribaucour. 


CHAPITRE VIIL 

Premières notions sur les coordonnées curvilignes 

Surfaces de révolution. — Alysséidc. — Surface pseudusphérique. Sy.s- 
tèmes isothermes. — Surfaces réglées. — Surfaces développables. — 
Détermination de toutes les surfaces applicables sur le plan par la 
méthode de M. O. Bonnet, 


CHAPITRE IX. 

Surfaces définies par des propriétés cinématiques 

Hélicoïdes généraux. — Théorème de Bour, — Surfaces de révolution 
applicables les unes sur les autres. — Surfaces engendrées par le mou- 
vement d’une courbe invariable. Surfaces moulures. — Surfaces 
spirales de M. Maurice Lévy. 



TABLE DES MATIERES. 


5o9 


LIVRE IL 

DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE COORDONNÉES CURVILIGNES. 

CHAPITRE I. 

Pages- 

Systèmes con j ugués m 

Proposiiion de M. Kœnigs relative à la déLcrmination, sans aucune inté- 
gration, d’une infinité de systèmes conjugués sur toute surface. — Ap- 
plication à la détermination des surfaces admettant un système de 
lignes de courbure planes dont les plans passent par une droite. — Tra- 
jectoires orthogonales d’une famille de cercles. — Caractère projectif 
et dualistique de la définition des systèmes conjugués. — Liaison 
entre tout système conjugué et une équation linéaire aux dérivées 
partielles. — Surfaces sur lesquelles il existe un système conjugué 
formé de deux familles de courbes planes. 

CHAPITRE II. 

Systèmes conjugués. Lignes asymptotiques 127 

Application des propositions précédentes à la détermination des sur- 
*• faces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. — Caracté- 
ristiques d’une équation linéaire aux dérivées partielles. — Théorème 
nouveau relatif aux systèmes conjugués. — Lignes asymptotiques. — 
Forme la plus simple de leur équation difTércntielle. — Leur détermi- 
nation dans des cas particuliers. — Surfaces tétraédrales de Lamé. 

CHAPITRE UI. 


Des systèmes orthogonaux et isothermes t 46 

Division de la surface en carrés infiniment petits. — Systèmes iso- 
thermes et coordonnées symétriques. — Cartes géogi'aphiqucs. — Ré- 


solution du problème pour les surfaces de révolution et les surfaces 
du second degré. — Systèmes isothermes dans le plan. 

CHAPITRE IV. 

Représentation conforme des aires planes 170 

Énoncé du problème. — Principe analytique sur lequel repose la solu- 
tion. — Représentation conforme sur la région du plan située au- 
dessus de l’axe réel d’une aire plane à connexion simple limitée par 
des lignes droites ou par des arcs de cercle. — Méthode de M. Schwarz. 

— Application au triangle plan limité par trois arcs de cercle et au 
triangle sphérique. 

CHAPITRE V. 

Du système orthogonal formé par les lignes de courbure i<j 5 

Équation différentielle des lignes de courbure. — Application à la sur- 
face C. — Formules d’Olinde Rodrigues. — Représentation 



lo TABLE DES aiATIÈRES- 

Sphérique de Gauss. — Equation linéaire dont les caracLéristiques 
sont les lignes de courbure. — Lignes de courbure des cyclides. — 
L’inversion conserve les lignes de courbure. — Théorème de Dupin 
relatif aux systèmes triples orthogonaux. 

CïlAPITnE VL 

Les coordonnées pentaspliériques 'U\ 

Du système de cinq sphères orthogonales. — Relation avec une substi- 
tution linéaire orthogonale à cinq variables. — Formules principales 
relatives aux distances et aux angles. — Emploi des coordonnées pen- 
tasphériques dans la théorie des lignes de courbure et dans celle des 
svstèmes orthogonaux. — Inversion. — Étude du système de deux 
sphères. — Les six coordonnées de la sphère comparées à celles de la 
la ligne droite. — La transformation de M. Sophus Lie. 

CHAPITRE VIT. 


Les lignes de courbure en coordonnées tangentielles 

Cas où la surface est définie par une équation tangcnticllc. — Applica- 


tion à la surface de quatrième classe, normale à toutes les positions 
d’une droite invariable dont trois points décrivent trois plans rectan- 
gulaires. — Cas où les coordonnées tangentielles sont exprimées en 
fonction de deux paramètres. — Première solution du problème ayant 
pour objet la détermination des surfaces admettant une représentation 
sphérique donnée pour leurs lignes de courbure. — Développements 
sur un système particulier de coordonnées tangentielles employé par 
M. O. Bonnet dans l’étude des surfaces. 

CHA.PITRE Via. 


applications diçerses 

Applications des formules relatives aux lignes de courbure données dans 
le Chapitre précédent. — Transformation de M. Lie dans laquelle les 
lignes de courbure d’une surface correspondent aux lignes asympto- 
tiques de la transformée. — * Transformation par directions réciproques. 
— Relations entre les éléments correspondants dans cette transforma^ 
tion. — De l'inversion dans le système de coordonnées (a, p, Ç). 


LIVRE IIL 

LES SURFACES ïimiMA. 
CHAPITRE l. 


Résumé historique 

L’équation aux dérivées partielles de Lagrange. — Mémoire de Meusnier 
sur la courbure des surfaces. — Premières recherches de Monge. — 
hiéthode rigoureuse de Legendre. — Détermination de quelques sur- 
faces mînima nouvelles, par M. Scherk. — La surface minima réglée, 



TABLE DES MATIERES. 


011 


Paffet». 

le théorème de M. Catalan. — Recherches générales sur la théorie par 
MM, O. Bonnet, Catalan et Bjorling. 

CHAPITRE II. 

Les surfaces minima en coordonnées ponctuelles 281 

Première condition à laquelle doit satisfaire la surface miniina passant 
par un contour donné. — Intégration de l’équation aux dérivées par- 
tielles. — Formules de Monge. — Formules de Legendre ne contenant 
aucun signe d’intégration. — Double système de formules donné par 
M. Weierstrass. — Détermination de toutes les surfaces minima algé- 
briques et réelles. — Relation entre la théorie moderne des fonctions 
et celle des surfaces minima. 

CHAPITRE Iir. 

Les sut faces minima en coordonnées tangentielles iqli 

Formules relatives au plan tangent et à la normale. — Nouvelle méthode 
d'intégration de Téquation aux dérivées partielles des surfaces minima. 
É([uation de ces surfaces en coordonnées tangentielles ordinaires. — 
Détermination des fonctions ^ ( w), rj‘,( m, ) quand la sur- 
face est donnnée seulement par son équation en coordonnées tangen- 
tîelles. — Lignes de courbure et lignes asympLoti<iues, théorème de 
M. Michael Roberts. — Transformation que subissent les fonctions 
J(m), (wJ quand on effectue un changement de coox-- 
données. — Détermination de toutes les surfaces minima qui sont des 
surfaces de révolution, des héhcoiJcs ou des surfaces spirales. 

CII.APITRE IV. 

Représentations conformes des surfaces minima oüi, 

Élément linéaire de la surface minima et de .sa représentation sphérique. 

— La rcpré.scnlalion sphérique réalise un tracé géographique de la 
surface minima sur la sphère. — Problème de Minding. — Tracé géo- 
graphique sur le plan dans lequel les lignes de courbure sont repré- 
sentées par les droites parallèles aux axes. — Théorème de Bour. — 
Recherche des surfaces minima à lignes de courbure planes. — Sui’- 
face de M. 0. Bonnet. — Surface de M. Enneper. — Formes diverses 
de l’élément linéaire. — ■ Représentations planes de la surface indiquées 
par Ricmann. 

CHAPITRE V. 

La surface adjointe de M. O. Bonnet 3:i'ï 

Surfaces miniina associées à une surface donnée. — Surface adjointe, for- 
mules qui la déterminent. —■ Formules de M. Schwarz. — Propositions 
directes et réciproques relatives à Tapplication et au tracé géogra- 
phique des surfaces les unes sur les autres. — Proposition de M. 0. 
Bonnet relative aux lignes de courbure et aux lignes asymptotiques 
de la surface adjointe. -- Détermination de toutes les surfaces minima 
applicables sur une surface minima donnée. — Surfaces minima appli- 
cables sur une surface de révolution ou sur une surface spirale. 



5(2 


TABL£ DES MATIJÈRES. 


CHAPITRE VI. 

Pafîc^. 

Les formules de Monge et leur interprétation géométrique 3^o 

Recherches de W. Lie. — Géüération de toute surface minima par Ja 
translation de deux courbes minima. — Étude de ce mode de généra- 
tion, détermination nouvelle des surfaces algébriques et des surfaces 
réelles. — Surfaces minima doubles. — Détermination des surfaces 
doubles réelles. •— Courbes minima qui sont identiques à leurs con- 
juguées. — Les surfaces minima dans le premier système de coor- 
données tangentielles étudié au Livre 11, Chap. VII. — Propriété géo- 
métrique qui distingue les surfaces doubles des surfaces simples. — 
Surfaces découvertes par Mobius et dans lesquelles on peut passer d’une 
face à l’autre par un chemin continu. 

CHAPITRE VII. 

Les surfaces minima algébriques 3(jr) 

Détermination de la classe et de l’ordre de la surface minima algébrique 
engendrée par la translation de deux courbes minima données. — Ap- 
plication au cas particulier où la fonction /(w) est rationnelle. — Dé- 
termination de la surface minima réelle, simple ou double, de la classe 
la moins élevée. — Points à l’infini des surfaces minima. — La section 
de la surface par le plan de l’infini se compose exclusivement de droites 
simples ou multiples. — Points multiples à distance finie. — Surfaces 
minima à point conique. 


CHAPITRE Vm. 


Les formules de M, Schwarz 3HS 

Détermination de la surface mmima tangente ù une développable donnée 
suivant une courbe donnée. — Application à ce problème des résultats 
généraux que la théorie des équations aux dérivées partiidlrs doit à 
Cauchy. — Formules de M. Schwarz. — Leur démonstration par 
M. Lie. — Surfaces minima passant par une droite réelle; la droite est 
toujours un axe de symétrie de la surface. — Surface minima réglée, 
détermination nouvelle de cette surface. — Surface minima passant 
par une courbe plane. — Cas où cette courbe doit être une ligne de 
courbure ou une ligne géodésique. — Théorème de MM. Ilenncbcrg et 
Lie. — Surface minima admettant une conique pour ligne géodésique. 

CHAPITRE IX. 

Surfaces minima algébriques inscrites dans une développable algébrique. /joS 
Cas où la développable est un cylindre. *— Le problème n’csL possible 
que si la section droite est rectifiable. — Solution analytique du pro- 
blème proposé. — Première solution géométrique. — Construction 
générale des surfaces minima algébriques inscrites dans une dévelop- 
pable algébrique. — Théorèmes relatifs à des cas particuliers donnés 
par M. Lie. — Deuxième solution géométrique. — Génération nouvelle 
des surfaces minima due à M. Ribaucour. — Le problème se ramène 



TABLE DES 31\TI£lUi:S. 


îi la clütcrniinalion d’une surface l'égléc dont la ligne de sli'iction doit 
salisfaire il une condition donnée. 

CHAPITRE X. 

Le problème de Plateau, — Détermination de la surface minima passant 
par un contour donné composé de lignes droites, ou de plans que la 

surface doit couper normalement 

Historique. — Indication des travaux de Riemann, de M. Weierstrass et 
de M. SeUwarz. — Exposition générale de la méthode à suivre dans 
le cas où il n’y a pas de point de ramification. — Surfaces minima 
passant par deux droites, — coupant à angle droit deux plans donnés 
et contenant une droite donnée, — passant par trois droites dont l’une 
coupe les deux autres, — passant par les quatre côtés d’un quadrilatèi*e 
gauche quelconque. — Introduction des points de ramification. — Pro- 
priétés géométriques relatives à ces points. — Solution générale du 
problème proposé. 


CHAPITRE XI. 

Les formules de M. Weierstrass 4.3.] 

Forme nouvelle, duc à M. Weierstrass, sous laquelle on peut metti‘e les 
équations qui définissent une surface minima. — Formules relatives £l 
une transformation de coordonnées ou à un déplacement de la surface. 
Équation linéaire du second ordre à laquelle satisfont les deux fonc- 
tions G et H. — Définition d'une famille de surfaces minima. — Ap- 
plication à la détermination de la surface minima passant par un con- 
tour donné. — Formation de Téquation linéaire correspondante à celte 
surface. — Indication des questions qui resteront à résoudre après la 
formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la famille 
de surfaces minima définie par celle équation. 

CHAPITRE XÏI. 

Applications diverses de la méthode précédente 47^ 

Méthode inverse dans laquelle on prend comme point de départ certaines 
équations diirércniîcllcs linéaires dont on connaît l’intégrale générale. 

— Surfaces que l’on peut déduire de l’équation à laquelle satisfait la 
série hypcrgéomélriquc de Gauss. — Surfaces déduites de la forme 
A^(^ — a)* adoptée pour G(^) et H (O* — Surface minima limitée 
par une ligne brisée plane et une droite parallèle au plan de la ligne 
iirîsée. — Problème de Gergonne. — Surfaces déduites de la forme 
An6*(i — a) nHP(^ — ô) adoptée pour G(^) et H( ÿ). — Surface mi- 
nima limitée par deux polygones fermés situés dans des plans paral- 
lèles. — Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre 
des solutions du problème. — Surface passant par trois droites situées 
d’une manière quelconque dans l’cspacc. 

PIN DK LA TABLE DES BIVTIÈBKS DK I.A PAKMIKRE PARTIK, 


D.— r. 


33 



E/IRATL 


Page i7'i, ligne 17, au lieu de lire s — z^. 

Page 190, dans la troisième et la quatrième formule, échanger parlnui a et a', 
b et b\ 

Page aSa, introduire le produit du dv dans le second membre de lu formule 
qui donne dS cl vient après l’équation (6). 
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